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INTRODUCTION.

On s’intérésse dans ce mémoire aux groupes de Heisenberg de dimension
quatre . Pour les définir d’une maniére cohérente, on est amené a introduire
les groupes H(fa LK) qui généralisent les groupes H, .y de GOZE et HARA-
GUCHTI [15] .

Le chapitre I contient un bref rappel des définitions et principaux résultats
sur les groupes de Lie utilisés dans le reste du mémoire . On y introduit en-
suite les groupes H (fG, LK) Ce sont des groupes qui sont associés & un triplet
de groupes de Lie G , L, K par un bi-homomorphisme de groupes de Lie :

f:GxL— Z(K)!

(z,y) — flz,y).

On récupére de cette construction les cas particuliers suivants :

1 ) Les groupes de Heisenberg Hs, 41 en prenant G = L =RP et K = R .

2 ) Les groupes de GOZE et HARAGUCHI [15] en prenant G = RY, K =
RP L = Hom(R%, RP) .

3 ) Le groupe H,,1) en prenant G — R?,L =K =R, et le groupe Hi0
en prenant G = L = R, K = R? . Ces deux derniers groupes sont nilpotents
de dimension quatre et ne sont pas prévus dans la construction de GOZE et
HARAGUSHI [15].

Un premier fait important est qu’en dimension quatre , il existe & isomor-
phismes prés deux et seulement deux groupes de Heisenberg reels simplement,
connexes . Ce sont les deux groupes non isomorphes : Hy 1 1y et Hy 1 9).

Un deuxiéme fait est que les groupes H(fa 1K) e sont en général nilpotents
ni méme résolubles que si les groupes G , L , K le sont . Et c’en est une
condition necessaire et suffisante .

Parallélement , dans le méme chapitre sont introduites les Algébres de Hei-
senberg %@,L,K) qui sont associées a un triplet d’Algébres de Lie G, L et K
par un bi-homomorphisme d’Algébres de Lie :

F:GxL— Z(X)?

(X,)Y) — F(X,Y)
On montre que les Algébres %@,L,K) sont les Algébres de Lie des groupes

f
H(G,L,K) :

1. Z(K) deésigne le centre du groupe de Lie K .
2. Z(X) désigne de méme le centre de I’Algebre de Lie X .



Dans le chapitre IT on étudie les métriques invariantes & gauche sur un groupe
de Lie G . On est amené par la nature des choses & donner une classifications
des métriques riemanniennes ou pseudo-rielanniennes invariantes a gauche
sur les groupes Hy 11y et Hp 19 :

Dans [16] GOZE et PIU ont donné une classification a automorphismes de
I'algébre o,y prés des métriques riemanniennes invariantes & gauche sur
les groupes de Heisenberg Ho, 1 .

Par ailleurs SRAHMANTI [19] a donné de son c¢6té une classification a auto-
morphismes de I’Algébre de Lie Hs prés de toutes les métriques Lorentziennes
invariantes a gauche sur le groupe Hj .

Les résultats essentiels du chapitre IT sont donc :

1) un théoréme de classification des métriques riemanniennes sur les groupes
H1,1y et H(11,2) non prévu par la classification de GOZE et PIU [16] .

2) deux résultats de classification des métriques pseudo-riemanniennes de si-
gnatures respectives ( 3,1) et ( 2,2) sur les mémes groupes Hy1,1) et H11,9).
Ce sont les analogues en dimension quatre du théoréme de classification de
S.RAHMANT [19] .

Le chapitre 111 étudie les groupes des isométries des groupes de Heisenberg
de dimension quatre . On a commencé par déterminer en général le groupe
des isométries d’un groupe de Lie G nilpotent , muni d’une métrique rieman-
nienne g invariante & gauche , et d’'un groupe de Lie G nilpotent d’indice =
2 muni d’une métrique pseudo-riemannienne g invariante & gauche et dont le
centre ne contient pas de vecteurs isotropes. On observe alors un phénoméne
important : Le sous groupe des isométries de g laissant invariant 1’élément
neutre est un sous-groupe du groupe des automorphismes du groupe G (?).
Dans les deux cas , on a plus précisément :

Isom(G,g) = G x {\If € Aut(G) telsque D,V e O(T.G, Q)}

ou O(T.G, Q) désigne le groupe les applications de T.G orthogonales relati-
vement a la forme quadratique Q .

La version riemannienne est due & E.N.Wilson [21] .

On en a donné des applications aux groupes de Heisenberg de dimension
quatre Hy1,1) et H(;12) munis de métriques pseudo-riemanniennes .

Dans le chapitre IV , on est affronté & un autre phénoméne :

On constate en effet que le théoréme de Th.HANGAN [10] qui affirme que
dans le groupe riemannien My, toute distribution intégrable D totalement
géodésique est au moins de codimension 2, est mis en défaut en dimension
quatre .

3. Le cas particulier de R™ est connu : toute isométrie est un déplacemen .



D’ailleurs le contraste entre la structure riemannienne et la structure pseudo-
riemannienne du groupe Ho, 11 a été observé par N et S . RAHMANI [20] en
montrant par un contre-exemple que le théoréme de Th. HANGAN n’est pas
vrai pour une métrique Lorenzienne plate de Hj .

Il nous semble que ce phénoméne est trés subtile , et qu’il est indépendant
du caractére riemannien ou pseudo-riemannien des groupes de Heisenberg!
On montre en effet par deux contre-exemples que le théoréme de T HANGAN
n’est pas valable aussi dans les deux groupes H(y1,1) et Hi1,2) méme pour
une métrique riemannienne!!!

Il demeure donc ouvert le probléme de caractériser en général les groupes de
Heisenberg H(fG’L’K) pour lesquels le théoréme de Th.HANGAN est valable .
On pose plus pécisément le probléme suivant :

Probléme.

Soit H(fG,L,K) le groupe de Heisenberg(*) associé a un triplet de groupes de
Lie G, L, K par un bi-homomorphisme de groupes de Lie :

f:GxL— Z(K)

(z,y) — f(2,y)

On suppose que H(fG’L’K) est muni d’une métrique invariante a gauche g .
Quelles conditions doivent vérifier d’une part les groupes de Lie G , L , K
et le bi-homomorphisme de groupes de Lie f et d’autre part la métrique g
pour que toute distribution intégrable totalement géodésique D sur le groupe
de Heisenberg H(fG’L’K) soit au moins de codimension égale o dim Z(K)+1 7

4. Tel qu’il est défini dans le chapitre I de ce mémoire.
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Chapitre 1

f

Groupes de Heisenberg H (G.LK)

1.1 Rappels des groupes et Algébres de Lie

Dans cette section , on rappelle les notions essentielles sur les groupes de
Lie dont on aura besoin dans ce mémoire .

1.1.1. La notion de groupe de Lie
La notion de groupe de Lie traduit la compatibilité de deux structures : celle
de variété et celle de groupe . On a plus précisément :

Définition 1.1.1 .

Un groupe de Lie est la donnée d’une variété G de classe C* (1) sur laquelle
est définie une structure de groupe telle que :

la multiplication :

p:GxGE—G
(a,0) — ¢(a,b) (1.1)
et I'inversion :
1:G — @
a—sa ! (1.2)

soient de classe C°.

En d’autres termes , la multiplication et 'inversion conservent la structure
de variété différentiable de classe C'*° du groupe G .

La multiplication ¢(a,b) sera parfois notée ¢(a,b) = a.b

et I’élément neutre sera désigné par e .

Dans la suite quand il s’agira d’un seul groupe de Lie G , on supposera
toujours que dim(G) = n.

1. C’est la classe de régularité des groupes de Lie supposée dans ce mémoire.



Remarque 1.1.1 .
G est un groupe de Lie si et seulement si 'application :

GxG—GG
(a,b) — a.b™! (1.3)

est de classe C.

1.1.2. Translations a gauche
A tout élément a € G fixé , nous associons la transformation 7, de G dans
G appelée translation a gauche et définie par :

Te: G — G

r— 7,(z) = ax (1.4)

Les translations a gauche sont de classe C'*° | elles vérifient :

Ta-To = Tab
Te = IdG (15)

(15) 7' = T4

1.1.3. La Forme de Maurer-Cartan

Considérons le difféeomorphisme défini par la translation a gauche d’élément
—1

a .

To1: G — G
T — T, () =atx (1.6)
Il envoit I’élément a en I’élément neutre e , et par suite sa différentielle :

!/

T,-1(a) : To(G) — T.(G)
h — 7,1(a)[R] (1.7)
est un isomorphisme de T, (G) dans T.(G).

Définition 1.1.2 .
La 1-forme différentielle vectorielle w définie en tout point a € G par :
we : T,(G) — T.(G)
h — wylh] = 7,1 (a)[h].

est appelée la forme différentielle de Maurer-Cartan du groupe G.
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Remarque 1.1.2 .
Par définition , on a :

we N\ (G T(G)) (18)

1.1.4. Propriétés des fonctions ¢ et de la forme w

Soit (x1, ..., x,) un systéme de coordonnées locales au voisinage du point x.
La base correspondante de I'espace tangent T,G est B = {8%1, o %} qu’on
note parfois : B = {ey,...,e,} , sa base duale est : B* = {dz1, ..., dx,}.
Supposons que la multiplication du groupe est définie dans le systéme (z1, ..., z,)

par les fonctions ¢; :

o(t,z) = (e1(t, ), ..., eu(t, x))

On lui associe alors deux matrices :

Vi) = () = (G0 ). (19)

50) = (s (0)) = (52 we) ). (1.10)

De la définition de la matrice V(z) , et de la forme de Maurer-Cartan w , on
obtient la :

Proposition 1.1.1 .
Dans le systéme de coordonnées locales (1, ..., x,,) la forme de Maurer-Cartan
du groupe de Lie G s’écrit :

w1
w=| : (1.11)
Wn
avec : '
j=n
w; = Zvij(x)dazj (1.12)
j=1

Remarque 1.1.3 .
La proposition signifie que dans le systéme (z1,...,x,) la matrice de w est

V(z) = (vij(x))1§i7j§n (1.13)



Remarque 1.1.4 .
En différentiant en e les deux membres de I'égalité : (e, x) = x on obtient
les propriétés simples suivantes :

Vie)=S(e) = 1,. (1.14)
Ce qui se traduit pour la forme de Maurer-cartan w par :
We = ]dTe(G) (1.15)

Théoréme 1.1.1 Le premier théoréme de Lie .
( premiére version )
Soit G un groupe de Lie , w sa forme de Maurer-Cartan ; alors :

w est invariante par les translations a gauche de G .

Preuve 1.1.1 (voir [14]).

Corollaire 1.1.1 :
Soit G un groupe de Lie de forme de Maurer-Cartan w . Posons pour tout
espace vectoriel E | et pour toute application linéaire f € L(T.(G); E) :

v=1f ow.

La 1-forme différentielle v € \'(G; E) est invariante par les translations
gauche du groupe G.

Preuve 1.1.2 .
La preuve est évidente . Il suffit de remarquer que :

7o (fow) = fo(Tiw)
D’aprés le premier théoréme de Lie 7;w = w , d’ou le résultat.
Théoréme 1.1.2 Premier théoréme de Lie .
(deuxiéme version.)
Dans tout systéme de coordonnées locales (x1,...,x,) au voisinage de e , les
fonctions p;(t,x) qui définissent la multiplication du groupe G considérées

comme fonctions de x sont solutions du systéme d’équations auzr dérivées
partielles :

> el 2) G281 2) = ). (1.16)

wi(t,x) = t;. (1.17)



Preuve 1.1.3 .
voir [1]

Théoréme 1.1.3 Deuxiéme théoréme de Lie .
( Premiére version.)
Sotent G un groupe de Lie et w sa forme de Maurer-Cartan . Alors :

dw + [w,w] = 0.

Remarque 1.1.5 .

Le crochet [ , ] dans le théoréme ( 1.1.3 ) désigne le crochet de I’Algébre
de Lie des champs de vecteurs invariants a gauche sur G . Et la 2-forme
différentielle [w,w] est définie par :

[waw](X7 Y) = [W(X)7W(Y)]

Preuve 1.1.4 .
voir|14]

Théoréme 1.1.4 Deuxiéme théoréme de Lie .
(deuxiéme version . )

1l existe des constantes C’;k avec i, j, k € {1,...,n} telles que :
o= Os Os il
Ik lg i
Sxj—=———§ = Ct S
et ( AJ 8x,\ Ak ax)\) Zz_l: 4, koLt

Remarque 1.1.6 (Pour une démonstration voir [1]).

La premiére version du deuxiéme théoréme de Lie porte sur la forme de
Maurer-cartan w du groupe de lie G .

par contre , la deuxiéme version porte sur les champs de vecteurs invariants
a gauche . C’est une  version duale .

Théoréme 1.1.5 Troisiéme théoréme de Lie .
Les constantes de structure satisfont les relations suivantes :
1 )L’antisymétrie :

;k - —C;ij
2 )Les identités de Jacobi :
> (C}k 5+ CuCsy + CF k) =0.
i=1



Remarque 1.1.7 (Commentaire .)

L’attribution des théorémes (1.1.2, page 8),(1.1.4, page 9),(1.1.5,page 9) a
S.Lie existe dans le livre de J.BASS [1].

S.LIE a exposé ses résultats sur les groupes portant son nom sous forme de
six théorémes : trois directs et trois réciproques . Il les a formulés en termes
d’équations aux dérivées partielles (2).

A I'époque ( fin 19°™¢ siécle ) le langage des formes différentielles n’était pas
encore familier . Les premiéres versions de ses premier théorémes n’ont été
formulées qu’aprés 'introduction des formes différentielles dans les travaux
des géométres du début du 20%™¢ siécle .

Corollaire 1.1.2 .
Les matrices V(t) et S(t) sont inverses l'une de 'autre .

Preuve 1.1.5 .
C’est une conséquence de la seuxiéme version du théoréme de Lie.

1.2 Groupes et Algébres de Heisenberg.

Les groupes de Heisenberg
Le groupe de Heisenberg Hs, .1 est le groupe nilpotent des matrices

1 = ... =z, =z
0O 1 .. 0 w»
A=+ 0 f
0O ... 0 1 wy,

i 0O ... 0 0 1 |

j=n Jj=n
ds?, = Z(dm? +dy?) + (dz + Z(yjd% — x;dy;))?
j=1 J=1

Les groupes Hs,.1 ont fait 'objet de trés nombreuses études . Dans 1'une
d’elles Goze et Haraguchi [8] ont introduit les groupes H(p,r) généralisant
Hy, 11 . Pour p et r deux entiers > 0 , le groupe H(p,r) est le produit :

H(p, T') = Mlp X Mpr X er.

2. C’est la version de J.BASS [1]
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de trois groupes abeliens ( additifs) de matrices de dimensions respectives :
1xp, pxr 1x7r.
Il est muni de la multiplication :

! ! ! ! 12; ! / ! ]. ! !
m(z,y,z)«m (x,y,z)=m (x+z,y+y,z+=2 +§(x.y —x.y))

qui en fait un groupe de Lie nilpotent.
L’objet de cette section est de montrer qu’on peut associer a trois groupes
de Lie G , L et K par un bi-homomorphisme (?)

f:GxL— Z(K).

un groupe de Lie H(fG’L’K) qui généralise les groupes H(p,r) de Goze et Ha-
raguchi [8], [11] , [15] .

Proposition 1.2.1 .
Soient (G,*) , (L,A) , (K,.) trois groupes de Lie d’éléments neutres
respectifs e, e e, Z(K) le centre de K .

et
f:GxL— Z(K).

(z,y) — f(z,y)

un bi-homomorphisme de groupes de Lie . Le produit :

H{GL’K) =GxLxK.
munt de la multiplication :
x z vr xl/
y |« v | = yoy . (1.18)

—1
=)\ 22 0 ) (1) )
est un groupe de Lie .

Preuve 1.2.1 .

Etant donné que f est un bi-homomorphisme de groupes , et qu’il prend ses
valeurs dans Z(K) qui est commutatif alors :

1) La multiplication * est une loi de composition interne .

3. f est différentiable relativement & chacune des variables

11



2Q)eg=| e est un élément neutre pour la multiplication
e//
x x1
3) tout élément | y | posséde un inverse quiest | y~!
z 271

4) Par ailleurs , on a pour trois éléments de H{QL,K) :

x x
U = y 7/U = y/ 7w = !
Z Z/ Z//
(xxz)*a”
(uxv)*xw = Woy) Dy
(21 00 D) )
(1.19)
xx (2 xx”
uk (Vxw) = NN
zzz S y) flay ) (@ w ) y) floy Ay )T
(1.20)
sachant que les lois % , /A, . sont associatives , la comparaison de ( 1.19 )
et ( 1.20 ) montre que * est associative. Ainsi H(fGLK) est un groupe .

Le groupe H{GL’K) est un groupe de Lie car G, L , K et le bi-homomorphisme

{ sont différentiables .

Définition 1.2.1 .
Le groupe H(fGLK) s’appelle groupe de Heisenberg (*) associé au triplet de

groupes G , L , K par le bi-homomorphisme f .

Formes différentielles invariantes & gauche
sur le groupe de Heisenberg H(fGLK).
Poue construire des 1-formes différentielles vectorielles invarianres a gauche

sur le groupe H(fG LK) » On est amené & construire sa forme de Maurer-Cartan :

1
e A (s T o) )

4. C’est une términologie adoptée dans ce mémoire.
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ou T, (H(GL K)) est 'espace tangent en 1’élément neutre ey du groupe (°).

En effet , w® est invariante & gauche , et elle est universelle dans le sens
suivant :
Pour tout espace vectoriel L , et pour toute 1-forme vectorielle invariante &

gauche :
pE /\ ( (G,LK) )

il existe (voir [14]) un isomorphisme A € £ (TE (H(G LK) L) tel que :

p=Aw

Soient alors G , L et K trois les groupes de Lie , et f un bi-homomorphisme
de groupesde Lie G x L dans Z(K) .

On se propose dans ce qui suit de calculer la forme de Maurer-Cartan w! du
groupe de Heisenberg H(fGL K)-

x r
Considérons dans H(fG’L’K) deux éléments :u=| y |etv=1| s
z t

La forme de Maurer-Cartan de H (fG LK) est par définition la différentielle de
la translation & gauche :

f f
H(GLK) _>H(GLK)
Tk T
u — 7,(u) = sAy

tz.f(z,s).f(r,y)™"
par rapport a u avec v = u~! .
Le calcul de la matrice Jacobienne donne :

Op (1 % )| peg—1 , 0 : 0
lymu-1 = 0 . Oy(s AY)|smy— , 0
f@,9).0:f(x,y™") , flo,y ).0,f(z,y) , 0-(t.2)]=

On a ainsi deux 1-formes différentielles partielles :

or,
ou

Tf-1 = f(z,y).do f(x y ) € /\ (G, Tfy—1) (Z(K))) (1.21)

5. C’est son Algebre de Lie .
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Ty, est la différentielle de Darboux de I’homomorphisme :
G — Z(K)

r— fyfl(x) = f(x,y_l).

my, = f(e,y ) dy f(@y) € N(L Ty (Z(K))) (1.22)

De méme 7y, est la différentielle de Darboux de I’homomorphisme :
L — Z(K)

y — fola) = f(2,).
Notations :
¢ L K

Si l'on désigne respectivement par : w%, w’, w®,wH les formes de Maurer-

Cartan des groupes de Lie : G, L, K, H(fG,L,K) .

et par 75, (f) , m&(f) respectivement les deux applications :
Wg—l(f) (z,y,2) — Tf,

me(f): (2,y,2) — 7y,

Avec ces notations , nous avons la proposition suivante :

Proposition 1.2.2 .
La forme de Maurer-Cartan du groupe de Heisenberg H(fGLK) est :

T (f) + TE(f) + W
Groupes de Heisenberg reels

de dimension = 4.

Exemple 1.2.1 Posons G = (R, +)et L=K = (R, + ).
Un bi-homomorphisme f de G x L dans K est de la forme :

f R2xR—R

((x,y),z) — f((m,y),z) = axrz + byz

ou a , b sont deux constantes reelles .
On supposera que a = b = % Le groupes de Heisenberg associ¢ 4 G, L, K par

14



le bi-homomorphisme f sera noté Hy ;1) . C'est R* muni de la multiplication :

T z T+
v |, v |_ y+y
Z 4 zZ+z
t t t+t +1 @@z -2 )+ (Y2 —ye)

Le centre de H(y 1,1y est R . La forme de Maurer-Cartan de Hy ;1) est :

dx
dy
dz
dt + 3(zdzx — zdz) + 1 (2dy — ydz)

Exemple 1.2.2 Posons G =L = (R, + )et K = (R*+) .
Un bi-homomorphisme de G x L dans K est de la forme :

¢g:RxR— R?

(%M—%M%wz(gg)

On supposera que o = (3 = %.Le groupe de Heisenberg associé a G , L |, K
par le bi-homomorphisme g sera noté H; 12y . C'est R* muni de la multipli-
cation :

/

x x T+
Yy 1.1 9 _ y+ty

/ —_— ’ 1 !/ !/
z z z+z + 3y —ay)
t t t+t + 3(z'y —ay)

Le centre de H 1 9) est R? . La forme de Maurer-Cartan de H ) est:

dx

dy
dz + 1 (ydx — ady)
dt + 5 (ydz — zdy)

Représentations lineaires

des groupes de Heisenberg de dimension 4.

1 ) Une représentation linéaire de Hegqy -

Considérons le groupe de Lie nilpotent G (o1 1) des matrices de la forme :

1 x 2z t
o(z,y,2,t) = 8 (1) (1) ; avec (2,7, 2,t) € RY
00 01

15



muni de la multiplication usuelle des matrices .
G211y C Gl(4, R).
L’application :
0:Hainy — G
(z,y,2,t) — olx,y,2,1)
est une représentation linéaire du groupe de Heisenberg Hy 1) .

2 ) Une représentation linéaire de H 1) -
De méme , soit G'(1,1,2) le groupe de Lie nilpotent des matrices de la forme :

1 = 2z t

01 yy 4
p(r,y, z,t) = 00 1 0| ave (z,y,2,t) € R

0001

muni de la multiplication usuelle des matrices .
Gai2 C9(4,R)
L’application :
P H(1,1,2) - G(1,1,2)

(l‘7y7 th> B p(x7y7zat)'
est une représentation linéaire du groupe de Heisenberg H(j i o).

Les Algébres de Heisenberg.
Soient G, L, K trois Algébres de Lie . Z(X) le centre de X .

F:9xL— Z(X)
(X,)Y) — F(X,)Y)

un bi-homomorphisme (®) d’Algebre de Lie .
On définit sur la somme G L @K la multiplication [ , | de deux vecteurs :

X X
U=[(Y |, v=1Y
Z 7z
de la maniére suivante :
X, X
U, V] = v, Y], (1.23)

2,74+ F(X',)Y) - F(X,Y")

6. Homomorphisme d’Algébre de Lie relativement & chacune des variables.
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Lemme 1.2.1 .
La multiplication [, | définie sur la somme G @& L & K par 'équation (1.23)
vérifie pour trois vecteurs :

1

X X X
U=|Y |, V=Y |, Ww=[Y" |egalLaX
Z Z/ Z//
[identité suivante :
(X, X7, X g
[[U’ V}v W] = [[Y7 Yl]? Y”]L (1'24)
[[27 Zl]? ZU]K
Preuve 1.2.2 (Preuve du lemme.)
Soient :
X X/ X//
U=|Y V=Y | W=|Y € Hig.e.50
A Z A
on a :
X, X7, X g
Y’ Y/ 7Y”
V.V W] = ke

HZ> Z,]7ZH]3< +[F(X,’Y)7Z”]5K_ [F(X>Y,)aZ”]9<
+F(X”7 D/v Y/]) - F([Xv X/]’Y”)
(1.25)
Or dans la troisiéme composante de ( 1.25 ) on a :

1" 1"

[F(X',Y),Z |« =[F(X,Y),Z |4« =0

car F prend ses valeurs dans le centre de X .
de méme :

F<XH> D/a Y/]) = [F(Xﬁvy)vF(X”vY/)]K-

car F est un homomorphisme d’Algébres de Lie .
Et du moment que F prend ses valeurs dans le centre de X , on obtient :

FX"[Y,Y]) =0
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S
HU’ V}v W] = [[Y7 Yl]? YN]L
[[27 Z,]v ZU]iK

Ce qui prouve le lemme .

Notations :
Notons par : }Cfg,a %) la somme G @ L @ K munie de la multiplication | , |

définie dans I'équation (1.23) .

Proposition 1.2.3 .
9{53’&730 est une Algebre de Lie .

Preuve 1.2.3 (Preuve de la proposition.)

Le crochet (1.23) de la définition est bilinéaire et antisymétrique . Il suffit de
vérifier 'identité de Jacobi .

Soient trois vecteurs :

1

X X X
U=|Y |,/V={Y | W=|Y € Hig o0
Z Z Z
d’aprés le lemme , on a :
X, X', X"
o, v,wl=| [[v,Y], Y], (1.26)
2. 2], 2"

Par une permutation circulaire des variables U, V , W dans (1.26) , et ensuite
par sommation , on obtient :

[U, V], W] +[[V,W],U] + [[W,U],V] = 0

car les crochets [ , Jg, [, |o, [, |x vérifient déja l'identité de Jacobi
respectivement dans les Algébres de Lie : G, £, K.

Donc l'identité de Jacobi est vérifiée dans %@’L’K) et par conséquent %{9,&,%)
est une Algébre de Lie .
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Définition 1.2.2 .
L’Algébre de Lie J—C@&K) s’appelle I’Algébre de Heisenberg associée au triplet
d’Algeébres de Lie G, £ , X par le bi-homomorphisme F (7).

Nilpotence et Résolubilité des I’Algébes de Heisenberg Jﬁ%ﬁﬂ@'
Rappels ( voir [6], [9] et [13]) :

Soit L une Algébre de Lie . Formons les deux suites d’Idéaux :

1) La suite centrale décendante : L° = L, L' = [L, ] = [L,L" 1]

2 ) La suite des Algebres dérivées : L = L,L = [L,L],... LU =
[L(jfl)’L(jfl)]'

Définition 1.2.3 .
On dit que I’Algébre de Lie L est nilpotente s’il existe n € N tel que L™ = 0.
On dit que ’Algebre de Lie L est résoluble s'il existe n € N tel que L™ = 0.

Proposition 1.2.4 .
Soit }(@,LJC) I’Algebre de Heisenberg associée aux triplet d’Algébres de Lie :
S, L, X parle bi-homomorphisme F .
On a:
VEN, n>2: (Higem) =5" L d X" (1.27)

VeN (HFe00)™ = 5™ @ L @ 5. (1.28)

Preuve 1.2.4 .

Une fois le bi-homomorphisme F qui définit la structure d’Algébre de Lie sur
}C{S,LJ{) est fixé , on peut poser pour simplifier les notations : H = J—C@’LK).
Faisons la preuve de l'identité (1.27) par récurrence sur n > 2 :

Pour n=2 , on a en appliquant le lemme (1.2.1) :

=, [H, H]]
=L X, 0L aeX,5aodlad X]
=[5, 06,8 & L, [L, L] e [X, X, X]

=5 o )32 o K
Supposons que Uidentité (1.27) est vraie jusqu’a lordre n |, ¢’est a dire :

(9{(9 L x)) =§"eLl"XK"...... ( hypothése de récurrence )

7. C’est une autre terminologie adoptée dans ce mémoire.
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Pour n+1, on a en appliquant le lemme (1.2.1) , et ’hypothése de récurrence :
J’Cn+1 — [j_c ’ [J‘C 7 K H
=gaeLaeX,[gaeLaeX, " el & XK"]
= [9 ) [9 ) Sn]] D [L ) [L ) Ln]] D [jc ) [fK ) :Kn”
— 9n+1 D Ln—&-l D fKn+1,

Donc lidentité (1.27) est vraie a l'ordre n+1 .
Pour le résolubilité , on utilise la méme méthode avec 'identité (1.28) , en
observant que :

H 1) — F}((ﬂ)) [g.((nfl)’:}((nfl)]].
La proposition est donc démontrée .

Corollaire 1.2.1 .

Soit J—C@L’K) I’Algebre de Heisenberg associée aux triplet d’Algebres de Lie :
S, L, X par le bi-homomorphisme F' .

1) Hfﬁgvg,x) est nilpotente si et seulement si les trois Algébres de Lie G , L,
X sont nilpotentes .

2) 3{@7&730 est résoluble si et seulement si les trois Algébres de Lie G , L,
X sont résolubles .

Proposition 1.2.5 .
Soient G, L , K trois groupes de Lie , d’Algébres de Lie respectives :
G, L, XK, etsoit
f:GxL— Z(K).
(flf,y) - f(.flf,y)
un bi-homomorphisme de groupes de Lie .
Pour deux champs de vecteurs X € G etY € L, posons :
F(X,Y)=—(XoY +YoX)(f).

Alors : I’Algebre de Lie du groupe de Heisenberg H(fG’L’K) est l’algebre de
Heisenberg 5{@75,90.

Preuve 1.2.5 .

e
<12 .o . 3212 _ / f
Considérons au voisinage de ’élément neutre ey = e du groupe H(G7L7K)

e
un systéme de coordonnées locales :
L1 Y1 21
Tm Yn 2k
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ol les coordonnées de E sont nulles . Soient

x r
u= 1| vy etv=1| s deuz éléments de H{G’L’K)
z t
avec :
0 0 0
0 0 0
r=\1mrn |,s= s;i |,t=1 14
0 0 0
0 0 0

Pour une fonction différentiable ¥ de H (fG LK) dans R , calculons :

(U= lim S {0(n(w) — ().

ri — — 07

V= lim (W) - Uw)}. (1.29)

Wi = lim —{‘I’(Tt( ) — Y(u)}

tk—>0

les translations a gauche dans les groupes G , L , K :

o(r,x) = 7x = rxx
X(s,y) = 1y = sy (1.30)
W(t,z) = mz = tz

considérons alors les champs de vecteurs :

8901
X Z aZL‘l

aXl
= 1.31
Z ayl (131)

Z awl a
(%k azl
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1) Le calcul de U; donne :

Uy = lim %{\If(r*x,y,z.f(r*x,y).f(m‘l,y) —\If(x,y,z-f(x,y)-f(x‘l,y)>}
= i H(reraie ) )
—\I/(x,y,z.f(r*x,y).(f(x,y))_1>
#0 (g x2)Flo))
0 (s ) ) |

Par dérivation des fonctions composées :

l=m
B=dimZ(K) y=m a=k
0 1 5 e, v
P B G0, g 0 g e

U, s’écrit en utilisant les champs de vecteurs X; , Zj :

B=dimZ (K

U= X; + Z Xi(f3)-Zs. (1.32)

2 ) Un calcul analogue pour V; montre que :

B=dimZ(K)
Vi=Yi— Y Y(fs)Zs (1.33)
p=1
3 ) Et pour Wy on a :
W, = 7, (1.34)

Les champs de vecteurs U; , V; , W, sont tangents a H{G LK) o et invariants
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a gauche . Remarquons que :

( B=dimZ(X)

[Ui,Ul] = [X“Xl}—l— Z X@yXl f/@

B=dimZ(X)
ViVl = Y= D Vi Yl(fe)-Z (1.35)
B=1
B=dimZ(X)

UL V] = = > (XioY; +Y;0X:)(f5)-Zs

\ p=1

Les équation ( 1.32) , (1.33) , (1.34) , (1.35) et la définition de F montrent
que les champs U;, V;, W}, engendrent ’algébre de Lie j{{g,u,x) . En effet :

( B=dimZ (XK
U, U] = [X:, X))+ Z Xz,Xl (f5)-Z
B=dimZ(X)
ViVol = Y- > YV Yl(fe)Z
B=1
[Wlm Wc;] = [Zk7 Z(l]]g(
[Uz‘,Wk] = 0
Vi Wi] = 0
(U, V] = F(X,Y).

ce qui términe la démonstration .

Corollaire 1.2.2 .

Soit H{GLK) le groupe de Heisenberg associé au triplet de groupes de Lie :
G, L, K par le bi-homomorpgisme f . Alors :

1) H{G7L7K) est nilpotent si et seulement si les trois groupes G, L , K sont
nilpotents .

2) H(fG’LK) est résoluble si et seulement si les trois groupes G , L , K sont
résolubles .
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Preuve 1.2.6 .
Il suffit d’appliquer la proposition (1.2.5) , et le corollaire (1.2.1 ) .

Exemple 1.2.3 (Algébres de Heisenberg reelles de dimension 4 ).
1) L’Algebre de Lie du groupe de Heisenberg H, 1 1) est I’Algébre de Hei-
senberg H 1 1) engendrée par les chemps de vecteurs :

g = 2L —z290
= % 2y
ey = G _:0
22
— D, atyd
€ = 2 +a 2 ot
€4 = ot
On a:
le1, €3] = [es, e3] = ey, les autres crochets = 0.

2 ) L’Algeébre de Lie du groupe de Heisenberg H(; 12y est I’Algébre de Hei-
senberg H; 1 2) engendrée par les chemps de vecteurs :

o0 = £-4E-1E

o = 4+id+in
Yy z

€3 = 82

€4 = gj

On a:
le1, €2] = €3 + ey, les autres crochets = 0.

Proposition 1.2.6 .
1l existe a isomorphisme prés deux et seulement deux Algébres de Heisenberg
reelles non Abeliennes de dimension / .

Preuve 1.2.7 .
Soit H une Algébre de Heisenberg de dimension 4 . Alors H s’écrit :

%:%@7L7x).
avec .
ou
92327 L=R, X=R
ou
G=R, L=R, K=R?
ou

G=R, L=R*, X=R
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Pour des raisons de dimension , les Algébres de Lie G, L, K sont Abeliennes.
Le premier et le troisieme cas sont isomorphes .

Premier cas : §=R? , L =R , X = R et les applications bilinéaires de
R? x R dans R sont :

((x,y),z) — f((z,y),z) = azz + byz

et donc les crochets de cette Algébre sont :
le1,e3] =2a.eq , [ea, €3] = 2b.ey

Deuxieme cas : G =R , L =R , K = R? et toute application bilinéaire
de R x R dans R? est de la forme :

(z,y) — flz,y) = < %?jj )

et donc les crochets de cette Algébre sont :
[e1, €2] = 2a.e3 + 20.¢4
On est dans I'une des situations suivantes :
a,b#0 alors H=~Hpi

a#0,b=0 alors JH=Hqo
a,f#0 alors H~Hiig
a#0,0=0 alors Hr~Hpoiy
Et donc toute Algébre de Heisenberg reelle non Abelienne de dimension 4 est

isomorphe & Hg1.1) ou & Hpy 1) -

Corollaire 1.2.3 .
1l existe a isomorphisme pres deux et seulement deus groupes de Heisenberg
reels de dimension quatre non Abeliens et simplelement connezes .

Preuve 1.2.8 .
On utilise le fait que deux groupes de Lie dont isomorphes si et seulement si
leurs Algébres de Lie sont isomorphes.
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Chapitre 2

Meétriques invariantes a gauche

f

sur H(G,L,K)

2.1 Caractérisation des métriques
invariantes & gauche sur un froupe de Lie .

Dans la premiére section de ce chapitre on caractérise les métriques in-
variantes a gauche sur un groupe de Lie G et dans la deuxiéme,on donne
sur les groupes H(s1,1) , H(1,1,2) une classification a automorphisme d’Algébre
de Lie prés des métriques riemanniennes invariantes a gauche et selon la si-
gnature des métriques pseudo-riemanniennes invariantes a gauche . Ces deux
derniéres classifications sont les analogues en dimension quatre d’'un résultat
de classification des métriques Lorentziennes sur H3 du a S.Rahmani [19].

Définition 2.1.1 .
Soit G un groupe de Lie muni d’une métrique non dégénérée g . On dit que
la métrique g est invariante a gauche sur le groupe G si et seulement si :

Vs e G : Gr.(z) = Ja- (2.1)

Remarque 2.1.1 .
Si la métrique g est riemannienne , le groupe (G,g) est dit riemannien (') .
Si la métrique g est pseudo-riemannienne , le groupe de Lie (G,g) est dit
pseudo-riemannien .

1. Dans le cas complexe , on peut définir d’'une maniére analogue les groupes de Lie
Hermitiens.
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2.2.1- Construction de métriques invariantes & gauche.
Soit G un groupe de Lie , L = T,G son Algébre de Lie .
Nous allons voir qu’a toute forme quadratique Q sur L = 7T,G

L,j=n

QX) =) ai; XX,

1,j=1

est associée sur le groupe G une métrique g invariante a gauche .

Cette métrique est riemannienne si la forme quadratique (Q est définie positive
et pseudo-riemannienne si la forme quadratique est semi-définie.

Plus précisément , nous avons la proposition :

Proposition 2.1.1 .
Sotent G un groupe de Lie , et :

L,j=n

QX) = > ai;XiX; (2.2)

ij=1

une forme quadratique sur L ="T,G .

w1

Sirw= : désigne la forme de Maurer-Cartan du groupe G , Alors la
Wn,

métrique g définie en tout point x € G par :

9o = Q(wy) (2.3)
est invariante a gauche .

Preuve 2.1.1 .

On sait d’aprés le théoréme (1.1.1) que la forme de Maurer-Cartan w est
invariante a gauche sur G , les coefficients de la forme quadratique @ étant
constants , la métrique g est donc invariante a gauche .

Remarque 2.1.2 .
La métrique g définie dans la proposition(2.1.1) :

g est la composition de deux applications ) et w suivant le schéma :

T.G —~T.G (2.5)

N

R
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Exemple 2.1.1 .
Connaissant la forme de Maurer-Cartan du groupe de Heisenberg Hs , on
peut construire avec les trois formes quadratiques suivantes de R3 :

Ql(X) = X12+X22+X§
Q:(X) = X+ X:-X? (2.6)
Qs3(X) = X7—-X3+X3

trois métriques invariantes & gauche sur Hjz . Ce sont les métriques :

g1 = da?+dad + (dos + §(vodry — 21d2s))?
g2 = daf +dal — (dws + §(voday — x1das))? (2.7)
gs = dai —da3 + (dos + 5(vodwy — x1day))?

la premiére est riemannienne , les deux autres pseudo-riemanniennes .

Exemple 2.1.2 .
La métrique définie sur H 1) par :

1 1
ds® = dxy + dy* + d2° + (dt + §(zdx —xdz) + §(zdy —ydz))?.
est une métrique riemannienne invariante a gauche.

Exemple 2.1.3 .
Sur H(; 12 les métriques :

1 1
ds* = da® + dy* + (dz + E(ydx — xdy))® + (dt + §(ydx — xdy))?

1 1
ds® = dz® + dy* + (dz + §(yd:c — xdy))? — (dt + §(yd:c — xdy))?

1 1
ds* = da® + dy* — (dz + §(ydx — xdy))? — (dt + §(ydx — xdy))?

sont invariantes a gauche . La premiére est riemannienne , la seconde et la
troisiéme sont pseudo-riemanniennes.

2.2.2- Caractérisation des métriques invariantes 4 gauche :

Proposition 2.1.2 .

Soit w la forme de Maurer-Cartan du groupe G . Si g est une métrigue inva-
riante a gauche sur le groupe G , il existe alors sur I’Algébre de Lie T,.G une
forme quadratique Q) et une seule telle que :

9o = Q(wy).
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Preuve 2.1.2 .
Soit g une métrique de G .
Dans un systéme de coordonnées locales au voisinage du point x , g s’écrit :

i,j=n

Z gij(v)dx;dx; (2.8)

i,7=1

Soit 75 une translation a gauche de G , posons 74(z) = (s, z) .
On a:

1,j=n

Ire(z) = Z gzj )dzpi(z, S)dﬂ&j(l’, s) (2.9)

i,7=1

Etant donné que g est invariante par la translation a gauche 7, , alors :

Grs(z) = Gz
D’ou :
1,j=n
Z gij (¢ Vdyoi(x, s)dypi(z, S) (2.10)
1,7=1

Le calcul des différentielles d,;(z, s) et d,p;(z, s) nous permet d’obtenir :

i,j=n k,l=n ' 890
Z Z gi;i (¢ &Ek (8 >(9:cl (s, x)dxdx, (2.11)
1,j=1 k,l=1

-1

Pour la valeur s = 27 , et observe que :

. — Oi(,—1
var(@) o (@ ) (2.12)
val) = %aa,)
et que :
gij(p(x™", 2)) = gij(e) (2.13)
Reportons (2.12) et (2.13) dans (2.11) , on obtient alors :
i,j=n k=n l=n
Z gij(e szk )dIk)(Z vji(x)dwy) (2.14)
4,j=1 k=1 =1

c’est a dire que :

9z = Zgij(e)wi(x)wj(x) (2.15)
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ce qui signifie tout simplement que

Gr = Q(wy) (2.16)

avec !
L,j=n

QX) = gij(e) XiX;

ij=1

Q est la forme quadratique définie sur I’Algebre de Lie L = T.G demandée.

2.2 Classification des métriques
invariantes & gauche sur Hpy ;1) et Hj )

Notations :
Sur I'espace numeérique reel R | on note par Q' la forme quadratique définie
positive réduite :

X1
vX=| : |€eR": QIX)=X7+XI+.. +X]. (2.17)
Xn
€1
et pour un vecteur ¢ = : € Z" ,ou ¢; = £1 , on note par @, , la
En

forme quadratique non dégénérée réduite :
X1

VX=| : | eRr": Q(X) =e1. X7+ 0. X5 + ...+, X7, (2.18)
Xo

Les classifications qui vont suivrent reposent sur le lemme suivant :

Lemme 2.2.1 (Gauss).
Soit Q) une forme quadratique non dégénérée sur R" . Il existe une matrice
diagonale \ positive , et une matrice nilpotente N | telles que :

Xy
vX=1| : |enRr": QX)) =@ <()\ + N) (X)). (2.19)
Xn
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Preuve 2.2.1 .
La preuve se fait par triangularisation de la matrice de la forme quadratique

Q.

2.2.2-A ) Classification des métriques riemanniennes
invariantes a gauche sur Hp ) .

Proposition 2.2.1 .
Sur Algebre de Lie H o 1,1y , toute forme quadratique non dégénérée est équi-
valente & automorphisme prés a l'une des formes quadratiques :
P(X,Y,Z,T) = as1 X* + beoY? + e3(Z — X)* + ce, T2
Q(X,Y,Z,T) = ac, X + beyY? + 32% + 4T
R(X,Y,Z,T) =aX?—a(Y + X)* + e32% + 4T
aveca>0,b>0,¢c>0 eleg;==1.

Preuve 2.2.2 .
Soit @1 une forme quadratique non dégénérée sur I’Algebre de Lie F(z 1) :

i.j=4

Q1( X1, Xo, X3, Xy) = Z i j XiX;

1,j=1

Posons :
X=Xy , Y=Xo, , Z=X3 , T=Xy4

Q1 s’écrit d’aprés le lemme ( 2.2.1) sous la forme :
Q1(X,Y, Z,T) = d' e, X?4b ey (Y +0' X)*+ees(Z+5 X+ Y )2 +dey(THO X +7Y +0 Z)?

avec o >0 , V>0 , ¢>0 , d>0.
La transformation :

X X
Y Y
\Ijli Z e Z
T T+ 66X +7Y +0Z

est un automorphisme de I’Algeébre de Lie F{(21,1) qui réduit la forme qua-
dratique )1 a la forme :

Q(X,Y, Z,T) =d ey X? +bey(Y + o' X)? +cs5(Z 4+ X +~7Y)? + deyT?
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et I'automorphisme :

SIS
S

WQZ

5N <
SRR

nous permet de normaliser ()5 sous la forme :
Q3(X,Y, Z,T) = ae; X* + by (Y + aX)? +e3(Z + BX +9Y)* +e,T% (2.20)

avec

Discutons les cas suivants :

1" cas: f=0et y=0.

Si o # +1, on peut poser a = 17~ et I'automorphisme de I'Algebre de Lie
Ha1,1) défini par :

Wyt j‘6(2,1,1) B f1‘6(2,1,1).
X X

Tro
Yy | Y+ 2%
Z Z
T T

résuit Q3 a la forme Q(X,Y,Z,T) de la proposition .
Sia=+41, et asy # —bey , alors quitte a permuter X et Y on se raméne au
cas a # +1 .
Si o = +1 et agy # —bey , la forme Q3 est de la forme R(X,Y,Z,T) de la
proposition .
2imecqs : B#0ouy #0.
L’application :
Uy j'6(2,1,1) — 9{(2,1,1)-

X X
Y Y
Z | 7| Z249x+9Y
T T

est un automorphisme de I’Algébre de Lie H(y 1 1y qui réduit la forme qua-
dratique (2.20) a la forme :

QuX,Y,Z,T) = ae; X* + beoy(Y + aX)? 4+ e3(Z + BX)* + e4T7.
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Si a = 1: La transformation :

Us I]‘6(2,1,1) — 9{(2,171).

X —BX
v | _ | z+sx
Z Y+ X
T -T

est un automorphidme d’Algébre de Lie réduit Q4(X,Y, Z,T) a la forme :
Qs(X,Y, Z,T) = ae1 X? 4 bey 2% + e3Y? 4 417

et en renormalisant les coefficients , la proposition est donc démontrée .
Pour a = —1 ;remarquons que : Y - X =Y + X - 2X .
U, réduit Qu(X,Y, Z,T) a la forme :

Qs(X,Y, Z,T) = ae1 X? 4+ bey(Z — 2X)* + e3Y? 4 417
Posons : X' =2X,Y =2Y ,Z =2 ,T = 2T . Cest un automorphisme
qui réduit Q¢(X,Y, Z,T) a la forme :

1 1
O+(X,Y,Z,T) = %51X2 T bea(Z = X)P 4 e+ Sl

L’automorphisme : X' = VbX |, Y =VbY , Z =VbZ |, T = \/LBT réduit

Q:(X,Y,Z,T) alaforme P(X,Y ,Z,T).etlaproposition est démontré .

Sia# +1, posons o = 77 .

En appliquant automorphisme W3 , on se raméne d’abord a la forme :
Qg(X, Y, Z, T) = CL€1X2 + b€2Y2 + 83(2 + 6X)2 + €4T2.
et ensuite un autre automorphisme

U - 9‘6(2,1,1) — j‘6(2,1,1)-

Y

NN
NN el
|

réduit Qg(X,Y, Z,T) a la forme quadratique :
Qo(X,Y,Z,T) = ae; X* + by (Y — X)* + 3(Z + BX)* + 4T

qui est du type Q4(X,Y, Z,T) avec a« = —1 , et ce cas a déja été discuté .
La proposition est donc démontrée .
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Proposition 2.2.2 .
Sur I’Algebre de Lie Hz1,1) , toute forme quadratique définie positive est
équivalente o automorphisme pres a l'une des deuz formes quadratiques :

Q(X,Y,Z,T) = aX?+bY? + 22> + T2

P(X,Y,Z,T) = aX?+bY?+(Z — X)* + I

aveca>0,b>0,c>0

C’est un corollaire de la proposition précédenre.

Théoréme 2.2.1 .

Toute métrique riemannienne invariante a gauche sur le groupe de Heisenberg
H 1y est équivalente a automorphisme de [’Algebre de Lie Ho 11y prés , a
l'une des deux métriques :

1 1 2
g1 = adx® 4 bdy? + dz* + (dt + é(zdx —xdz) + §(ydz — zdy))

1 1 ?
g2 = adx® + bdy® + (dz — dz)* + c(dt + §(zdx —xdz) + §(ydz — zdy))
ot les reels a,b,c sont > 0.

Preuve 2.2.3 .
L’Algébre Hy 1,1y est 'algebre de Lie du groupe de Heisenberg H 1 1) . Ses
crochets sont définis dans une base {ej, €9, €3, €4} par :

le1, €3] = [ea, €3] = €4 les autres crochets sont nuls .

Soit g une métrique invariante a gauche sur le groupe de Heisenberg H( 1 1),
elle est définie d’aprés la proposition ( 2.1.2) par une forme quadratique
Q(X,Y,Z,T) définie positive sur Hz 1,1y -

g= Q(w17w27w37w4>
ou :
w1
)
w3
Wy

est la forme de Maurer-Cartan du groupe de Lie Hy ) .

La réduction de la métrique g est ramenée a la réduction de la forme qua-
dratique Q(X,Y, Z,T) .
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Du momoent que la forme quadratique Q est définie positive , elle est équi-
valente d’aprés la proposition ( 2.2.1 ) a 'une des deux formes :

QX,Y,Z,T) =aX?+bY?+ 7% + T

P(X,Y,Z,T)=aX?*+bY>+ (Z — X)* + cT>.
aveca>0,b>0,¢c>0.
et par dualité , la métrique g est équivalente a I'une des deux métriques :

= aw] + bwj + w3 + w.

g2 = aw? 4 bw? + (w3 — wy)? + cw?.

aveca>0,b>0,c>0.
Le théoréme est donc démontré.

2.2.2-B ) Classification des métriques pseudo-riemanniennes
invariantes & gauche sur le groupe Hpy 1) -

Proposition 2.2.3 .
Sur UAlgebre de Lie H(21,1y , toute forme quadratique de signature (3,1) est
isomorphe a l'une des formes quadratiques suivantes :

Q(X,Y,Z,T) = —a> . X?+b02Y2+ 22+ T2
Q:X,Y,Z,T) = a®>X>+02Y?2 272412
Q:X,Y,Z,T) = a®>X>+V2Y2+2%2 -T2
QuX,Y,ZT) = a®>X2+b02Y%2—(Z— X)?+ *T?
Qs(X,Y,Z,T) = a>X2+02Y%24+(Z - X)?— T2
Qs(X,Y,Z,T) = a®X2—a®(Y +X)?2+ 2241712

ot a et b et ¢ sont deuxr nombres reels # 0.
C’est un corollaire de la proposition 2.2.1.

Théoréme 2.2.2 .
Toute métrique pseudo-riemannienne de signature (8 , 1 ) invariante a
gauche sur le groupe de Heisenberg Hy 1) est équivalente a automorphisme
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de I’Algébre de Lie H 21,1y pres a l'une des métriques suivantes :

2
g1 = —a?dz?® + b (dy)? + dz* + (dt + 2(zdr — zdz) + L(2dy — ydz))
2
g2 = a’dr? + 0*(dy)? — dz* + (dt + 2(zdx — zdz) + L (zdy — ydz))
2
g3 = a’dz?® + b*(dy)? + dz? — (dt + 3(zdx — zdz) + L (zdy — ydz))

2
g1 = a*dz® +b*dy* — (dz — dz)* + A (dt + 5(2dx — adz) + §(zdy — ydz))

2
g5 = a*dz® +b*dy* + (dz — dz)? — (dt + 3(zdx — zdz) + L (2dy — ydz))

2
g6 = a’de? —a?(dy + dx)* + dz* + (dt + 2(zdx — zdz) + L (2dy — ydz))

avec a , b, c#0.

Preuve 2.2.4 .

C’est un corollaire de la proposition ( 2.2.3 ) précédente .

Proposition 2.2.4 .

Sur UAlgebre de Lie M2,y , toute forme quadratique de signature (2,2) est
isomorphe a l'une des formes quadratiques suivantes :

Ql X7Y7Z7T) =

£
/\/-\/\Q/—\/-\/‘\/‘\
=
N
~
—
|

—a® X? - 0Y?+ 2%+ T7.

a2 X2+ 02 Y? - 72 -T2

—a? X+ 0PY? - 2722+ T2

—a? X2+ VY2 + 722 -T2
X2 RY? 4 (Z — X)? 4 AT
—a X2 Y+ (7 — X)? — TP
—a?. X?*+a®.(Y + X)* = Z% — *T?
—a? X+ (Y +X)?+ 2% - 2T~

ot a et b et ¢ sont deux nombres reels # 0.

C’est un corollaire de la proposition 2.2.1.

Théoréme 2.2.3 .

Toute métrique pseudo-riemannienne de signature ( 2 , 2 ) invariante @
gauche sur le groupe de Heisenberg Hy 1) est équivalente a automorphisme
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de I’Algébre de Lie H 21,1y pres a l'une des métriques suivantes :

g = —a?dr? — b*(dy)? + dz* + (dt + 2(zdr — zdz) + L(zdy — ydz)> 2

go = —a*dr? 4+ b*(dy)? — d=* + <dt + 3(zdr — zdz) + L(zdy — ydz)> 2

g3 = —a*dz? + b*(dy)? + dz? — <dt + 3(zdx — zdz) + L (zdy — ydz)> 2

g1 = a’dz® + b*(dy)? — dz* — <dt + 3(zdx — xdz) + L (zdy — ydz)>2

g5 = —a’de? —Vdy? + (dz — dx)* + 2 (dt + 2(zdr — zdz) + L(2dy — ydz)) :

g = —a’dr?®+ b dy* + (dz —dz)? — (dt + 2(zdx — zdz) + L(2dy — ydz)) 2

gr = —a*dz? + a*(dy + dx)?* + dz* — (dt + 3(zdx — zdz) + L(zdy — ydz)> 2
2

g = —a’dz?+a®(dy +dx)? +dz? — <dt + 3(zdx — zdz) + L (zdy — ydz)>

avec a , b, c#0.

C’est un corollaire de la proposition (2.2.4) .
2.2.2-C ) Classification des métriques riemanniennes
invariantes 4 gauche sur le groupe H( ) -

Proposition 2.2.5 .
Sur I’Algebre de Lie H(y 1 9) , toute forme quadratique non dégénérée est équi-
valente & automorphisme pres a la forme :

Q(X,Y,Z,T) = e1aX? + e3Y? + e3¢ Z? + e,T7
aveca>0,c>0 et g; = x1.

Preuve 2.2.5 .
Soit () une forme quadratique non dégénérée sur I’Algebre de Lie H(y 1 9y

ij=4
Q1<X17X27X3aX4) = Z &i,inXj

ij=1

Posons :



()1 s’écrit d’aprés le lemme ( 2.2.1) sous la forme :

Qi(X,Y, Z,T) = 10 X2 +e30 (Y+0' X) +esc (Z+8 X474 Y ) 2 4e4d(T+0X+7Y +0Z)?

avec ¢ >0 , b >0 , ¢>0 , d>0.
Si o # 1 La transformation :
X X
| v Y +a'X
L A Z4+B8X+4Y
T (1—0)T+6X+7Y +0Z

est un automorphisme de I’Algebre de Lie H(; 19y qui réduit la forme qua-
dratique )1 a la forme :

Q2(X,Y, Z,T) = e10' X? 4+ 23 Y? + e3¢ 2% + e,4dT?
et I’automorphisme :

Vd
WX
| VY
VdZz
\VdT

P2 -

NN

normalise (), sous la forme :
Qs(X,Y, Z,T) = e1aX? + .Y + e3¢ 2% 4 ¢,T7

avec !

On prend :
Q(Xa Y7 ZaT) = Q3(X7 Y7 ZaT)
Si o =1, on applique 'automorphisme :
X' =2X ,Y' =Y ,Z =2Z,T =T et par normalisation par ¥, , on
trouve la forme Q(X,Y,Z,T) de la proposition

Théoréme 2.2.4 .

Toute métrique riemannienne invariante a gauche sur le groupe de Heisenberg
H 19y est équivalente a automorphisme de I’Algébre de Lie F(1 19y pres , a
la métrique :

2

1 ? 1
g1 = Mdx? +dy* +p (dz + é(ycm — xdy)) + (dt + §(ydx — xdy))
ot les reels A\, sont > 0.
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Preuve 2.2.6 .
Rappelons que I’Algébre 3, ; 2) est I'algébre de Lie du groupe de Heisenberg
H11,2) . Ses crochets sont définis dans une base {ei, ez, e3,e4} par :

[e1,e2] = €3+ ey les autres crochets sont nuls .

Soit g une métrique invariante a gauche sur le groupe de Heisenberg H(j ; 2),
elle est définie d’aprés la proposition ( 2.1.2) par une forme quadratique
Q(X,Y,Z,T) définie positive sur H 1,9) .

g = Ql(wl,wz,w:s,é%)
ou :
w1
)
w3
Wy
est la forme de Maurer-Cartan du groupe de Lie H(; ; 9 . Le probléme revient

a réduire la forme Q.
Par la proposition ( 2.2.4) la forme quadratique @1 se réduit a la forme :

QX,Y,Z,T)=aX*+Y?+cZ? + T

aveca>0,c>0.
et donc le théoréme est démontré .

2.2.2-D ) Classification des métriques pseudo-riemanniennes
invariantes & gauche sur le groupe H(; ) .

Proposition 2.2.6 .
Sur U’Algébre de Lie 3112y toute forme quadratique de signature ( 8,1) est
équivalente a automorphisme pres a ['une des formes :

Qr = —aXo+ Y 4cZ?+ T
Q2 = aXo+Y?+ —cZ?+T?

aveca >0 ¢etc>0.

Preuve 2.2.7 .
C’est une conséquence immédiate de la proposition ( 2.2.5) .
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Théoréme 2.2.5 .

Sur le groupe de Heisenberg Hy 19y toute métrique pseudo-riemannienne in-
variante a gauche de signature ( 8,1) est équivalente & automorphisme d’Al-
gebre de Lie prés a l'une des métriques :

2 2
g1 = —adz?+ dy? + c(dz + 3 (ydx — mdy)) + (dt + 3 (ydx — xdy))
2

2
g = ada®+ dy* + —c(dz + 3 (ydx — :cdy)) + (dt + 3 (ydx — xdy)>
aveca >0etc>0.

Preuve 2.2.8 .
C’est un corollaire de la proposition ( 2.2.6) .

Proposition 2.2.7 .
Sur UAlébre de Lie H119) toute forme quadratique de signature ( 2,2 ) est
équivalente o automorphisme pres a ['une des formes :

Q1 = —aX?-Y?+cZ?+T?
Qs = aX2+Y2—cZ2—T2
Qs = —aX?+Y?—cZ?+T?

aveca >0 etc>0.

Preuve 2.2.9 .
C’est un corollaire de la proposition ( 2.2.5 ) .

Théoréme 2.2.6 .

Sur le groupe de Heisenberg Hy 1 9) toute métrique pseudo-riemannienne in-
variante & gauche de signature ( 2 , 2 ) est équivalente & automorphisme
d’Algébre de Lie pres a l'une des métriques :

2 2
¢ = —adr?+dy® — c(dz + 3 (ydx — xdy)) + (dt + 3 (ydx — a:dy))
2 2
g = adr?®+dy? — c(dz + 2 (ydz — :Edy)) — <dt + 3 (ydx — xdy))
2 2
g3 = —adr?® —dy?® + c<dz + %(ydw — :Edy)) + <dt + %(ydx — xdy))

aveca >0 ¢etc>0.

Preuve 2.2.10 .
C’est un corollaire de la proposition ( 2.2.7 ) .
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Chapitre 3

Le groupe des isométries d’une
métrique invariante a gauche

Dans ce chapitre , on se propose d’appliquer les résultats sur le groupe
des isométries d’un groupe de Lie G nilpotent simplement connexe , muni
d’une métrique g riemannienne invariante a gauche , et d’'un groupe de Lie
pseudo-riemannien nilpotent simplement connexe d’indice de nilpotence =
2 dont le centre ne contient aucun vecteur isotrope. Il s’avére que dans les
deux cas cités une isométrie de g laissant invariant ’élément neutre est un
automorphisme du groupe .

Les deux résultats sont connus . Voir [21] pour le cas d’'un groupe de Lie
nilpotent muni d’une métrique riemannienne .

On donne dans le cas ol le centre ne contient pas de vecteurs non dégénérés
des applications aux groupes de Heisenberg de dimension quatre munis de
métriques pseudo-riemanniennes .

3.1 Les isométries d’une métrique invariante &
gauche sur un groupe de Lie .

Définition 3.1.1 .
Soient GG un groupe de Lie , g une métrique invariante a gauche sur G . Une
application différentiable U de G dans G est une isométrie de ( G , g ) si et
seulement si :

Ve €G  Gu) = Ga- (3.1)

Remarque 3.1.1 .
Si la métrique invariante a gauche g est définie par une forme quadratique Q
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sur T,G , alors la condition (3.1) s’exprime de la maniére suivante :

Vee G Qwuw)) = Qwy).

On étudie le groupe des isométries de la métrique g . Commengons par ob-
server que les isométries qui conservent I’élément neutre du groupe G déter-
minent toutes les autres a translation prés .

En effet , On a la proposition :

Proposition 3.1.1 .
@ est une isométrie de g si et seulement s’il existe un élément b de G , et
une tsométrie ¥ de g conservant ’élément neutre e telle que :

p=T0V.
Le couple (1, V) est unique .

Preuve 3.1.1 .
Du moment que g est invariante a gauche , alors les translations a gauche de
G sont des isométries de la métrique g . Posons :

b= y(e) et U = 7,-1 0.
Le couple (75, ¥) répond a la question .

La détermination des isométries W de la métrique g qui conservent I’élément,
neutre e, dans le cas nilpotent repose sur les théorémes réciproques suivants :

Théoréme 3.1.1 .

Soient G un groupe de Lie , g une métrique invariante a gauche sur G définie
par une forme quadratique Q) sur T,G . Si UV est une application de G telle
que :

1) VU est un automorphisme de G .
2) D,V est une application orthogonale de T,G pour Q

Alors U est une isométrie de G .
Théoréme réciproque (cas riemannien).

Théoréme 3.1.2 (E.N.Wilson ) .

Soient G un groupe de Lie nilpotent simplement connexe , g une métrique
riemannienne invariante o gauche sur G . Si VU est une isométrie de ¢ qui
laisse invariant [’élément neutre e de G, alors :

1) W est un automorphisme de G .
2) D,V est une application orthogonale de T,G pour Q
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Théoréme réciproque (cas pseudo-riemannien).

Théoréme 3.1.3 .

Sotent G un groupe de Lie nilpotent simplement connexe sont le centre ne
contient aucun vecteur non dégénéré , g une mélrique pseudo-riemennienne
invariante a gauche sur G . St VU est une isométrie de g qui laisse invariant
[’élément neutre e de G , alors :

1) W est un automorphisme de G .
2) D,V est une application orthogonale de T,G pour Q

on aura besoin des propositions suivantes :

Proposition 3.1.2 .
Soit Uapplication :
F: Aut(G) — Aut(T.G)
v — DV
Si G est connexe , F est injective .
St G est connexe et simplemant connexe , alors F esu bijective .

Pour une démonstration voir [14]

Proposition 3.1.3 .

Soit F un R-espace vectoriel, () une forme quadratique non dégénérée sur E .
Ag, Aq, As, ..., A, une suite finie d’opérateurs de FE telle que Agy soit orthogo-
nal pour @ . Supposons que Vt € R , l'opérateur :

Jj=m

B(t) =Y /.4

j=0

est orthogonal pour () .

1°" cas : Si Q) est définie positive , alors V1 <j<m:A; =0

2°m¢ cas : 81 Q) est semi-définie , et V1 < j < m : Im(A;) ne contient de
vecteurs isotropes, alors : V1 <j<m:A; =0.

Preuve 3.1.2 Supposons que : ¥Vt € R,

j=m

B(t)=> t/.4

§=0
est orthogonal pour @) , cela signifie que :

VteR B*(t).B(t) = Id
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Or Ag est orthogonal pour ) . On doit donc avoir :
Al A, =0

done :

Vee B Q(An(x)) =0

Si @ est définie positive , alorsVr € B Ay(x) =0 d’ou A, =0

Si Q est définie semi-définie , et du moment que Im(A,,) ne contient pas de
vecteurs isotropes , alorsVr € E A, (x) =0 et on obtient A, =0 .

Une fois que A,, = 0, on montre de la méme fagon queVl < j<m: A; =0

Preuve 3.1.3 (du théoréme 3.1.1).
Soit ¥ un automorphisme du groupe G tel que D,V soit une application
orthogonale de T,G . D’apreés la proposition (3.1.2 ) , la 1-forme différentielle
Wy (y) est invariante & gauche sur G . Il existe (voir [14]) donc un automor-
phisme A de T,G tel que :

wq,(x) = A.wx (32)

Dans un systéme de coordonnées locales (z1, ..., x,) au voisinage du point x
exprimons w, par la matrice inversible :

V(z) = (vij(x)) 1<ij<n

On a alors
wy, = V(z).dx
et
W) = V(\I/(x)).a\gim) dz
I'équation(3.2) s’écrit dans les coordonnées (xq, ..., x,) :
V(W(x)).a\g—?.v_l(x) =A

en prenant « = e et sachant que ¥(e) = e et V(e) = Id , on obtient :
A=D.V
Donc A est orthogonale pour Q , ce qui implique d’aprés (3.2) que :
Q(qu(x)) = Q(waz)-

autrement dit :

Donc ¥ est une isométrie de G . La proposition est donc démontrée .
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On se propose de donner une démonstration des théorémes (3.1.2) et (3.1.3)pour
les applications de la forme :

V.G —G
X — W(esp(X)) = exp(Ao(X))
ou Aj est une application lineaire de T,G dans T,G

Preuve 3.1.4 .

Supposons que la métrique invariante & gauche g du groupe de Lie G soit
définie par la forme quatratique Q sur I’Algébre de Lie T,G .

Considérons l'application exp :

exp:T.G — G

X — = exp(X)

qui est un diffeomorphisme car G est simplement connexe .
Soient x = exp(X) et y = exp(Y) deux éléments du groupe G .
La translation a gauche dans le groupe G :

To(y) =2y
se traduit dans I’Algébre de Lie T.G par la translation a gauche :
x (V) = ¢(X,Y)

ot p(X,Y) est définie dans T.G par la formule de Campell-Hausdorf :

exp(X).exp(Y) = exp(p(X,Y))
I'expression de ¢(X,Y) est donnée par :

P(X.Y) =X +Y 4 X, Y]+ ..
©(X,Y) est en général une série qui se réduit dans le cas d’un groupe de Lie

nilpotent & un polynome en X et Y .
La forme de Maurer-Cartan w sur G :

wy: 1,G — T.,G

h— a—y(%(fl))(h)
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se traduit dans I’Algébre de Lie T.G par :

wx :T.G — T.G

h— (X, X)) (h)

ou encore :

1
wy :h — wx(h) :h+§[X,h]+...

La métrique g étant invariante a gauche :
Vx € G : w, est une isométrie pour g

ce qui signifie que :VX € T,G , wx est une isométrie pour la structure d’espace
métrique transportée par exp ' .

Remarquons que Ag = D,V . Si ¥ est une isométrie de g conservant ’élément,
neutre e , Ay est alors une isométrie de T,G pour la la structure d’espace
métrique transportée par exp~! .

Considérons pour t € R et X € T.G l'application :

L:T.G — T.G
h— L(h) = w_tay(x) (Ao (th(h)))
L'expression de L(h) est :
L(h) = Ao(h) 5. (Ao([X, B))—[Ao(X), Ao(h)]) 1 P1A(X), Ag([X, W]

L(h) est polynomiale en t , on peut écrire avec des opérateurs A; dépendant
de X :

L(h) = Ao(h) + ]:thj.Aj(h)

Ay étant orthogonale pour Q , alors : Vt € R et VX € T,G L est orthogo-
nale pour la forme quadratique @ ( c¢’est une composition d’isométries ) .
Appliquons la proposition (3.1.3) : Si la métrique g est riemannienne , alors
la forme quadratique Q est définie positive , donc V1 <j<m:A4; =0.O0r:

A1(h) = Ao([X, h]) — [Ao(X), Ag(h)] = 0

ceci signifie que Ag = D,V est un un automorphisme de ’Algébre de Lie T,G
et du moment que le groupe G est supposé simplement connexe , alors ¥ est
un automorphisme de G . Donc le théoréme de Wilson est démontré .
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Preuve 3.1.5 (du théoréme 3.1.2).
Désignone par Z le centre de I’Algébre de Lie T.G , et observons que si le
groupe G est nilpotent d’indice de nilpotence = 2 , alors :

VX, Y €eT.G:[X,Y]€Z
Considérons pour t € Ret X, Y € T.G I'application :

LX,Y . TeG e TeG
h — L(h) = u),tAO(y) (A[) (a)tx(h)>)

L’expression de Ly y(h) est :

L) = Aa(t)+ 1. (A0(1X )~ (4000 Au(0)] ) = 2 LA0(Y), Ao, 1)

Lx y(h) est polynomiale d’ordre 2 en t . A, étant orthogonale pour Q , alors :
Vi€ Ret VX,Y € T.G Lxy est orthogonale pour la forme quadratique Q

( ¢’est une composition d’isométries ) .

Appliquons la proposition (3.1.3) : Q étant semi-définie et le centre Z ne
contient aucun vecteur isotropes , 'opérateur :

h — [Ao(Y), Ao([X, h])]
qui prend ses valeurs dans le centre est donc = 0 , ce qui entraine que :
VX € T.G: Ao([X,h]) € Z

posons Y = X | Lx x(h) prend la forme :

(1) = Aofn) + 1. (Aa((X,H) = [A(X). Au(]) = 12140C6), Aa(LX. 1))

et 'opérateur :
h — Ao([X, h]) — [Ao(Y), Ao(h)]

qui prend ses valeurs dans le centre est donc = 0 Donc :
VX eT.G: AO([X, h]) —[Ao(X), Ap(h)] =0

ceci signifie que Ag = D,V est un un automorphisme de ’Algébre de Lie T,G
et du moment que le groupe G est supposé simplement connexe , alors ¥ est
un automorphisme de G . Donc le théoréme 3.1.2. est démontré .
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Corollaire 3.1.1 .
Soit G un groupe de Lie nilpotent simplement connexe d’Algébre de Lie g , g
une métrique riemannienne invariante & gauche sur G définie par une forme
quadratique @ sur g .
L’Algébre de Lie du groupe des isométries de g qui conservent I’élément neutre
est :

o(T.G,Q) N Der(g).
ou o(T.G,Q) désigne I’Algébre orthogonale de T.G relativement a Q) , et
Der(g) I’Algebre des dérivations de g .

Corollaire 3.1.2 .
Soit G un groupe de Lie nilpotent d’indice de nilpotence = 2 simplement
connexe d’Algebre de Lie g .
g une métrique pseudo-riemannienne invariante o gauche sur G définie par
une forme quadratique semi-définie () sur g . Supposons que le centre de g
ne contient aucun élément non dégénéré .Alors :
L’Algébre de Lie du groupe des isométries de g qui conservent [’élément neutre
est :

o(T.G,Q) N Der(g).
ot o(T.G,Q) désigne I’Algébre orthogonale de T.G relativement a @ , et
Der(g) I’Algebre des dérivations de g .

Preuve 3.1.6 .
En effet , d’aprés les théorémes (3.1.1 ) et (3.1.2 ) , le groupe des isométries
en question est :

O(T.G, Q) N Aut(G).

En passant aux Algébres de Lie ( voir [5] ) , on obtient le résultat demandé .

3.2 Application aux groupes de Heisenberg
pseudo-riemanniens H et Hy 1 9

On calculera dans les exemples suivants le groupe des isométries qui
conservent I’¢lément neutre du groupe H(y ;1) muni de la métrique pseudo-
riemannienne :

1 1 2
gy = dz® — dy® + dz* + (dt + §(zdx —xdz) + §(Zdy - ydz))

et du groupe H(; ;,2) muni de la métrique pseudo-riemannienne :
2

1 2 1
ga2) = da* —dy* + <dz + é(ydx — xdy)) + <dt + §(ydx — xdy))
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Exemple 3.2.1 Le groupe Hy 1 1)(pseudo-riemannien ).
Considérons le groupe H 1) muni de la métrique pseudo-riemannienne :

1 1 2
g1 = do® — dy* + dz° + (dt + §(zdx —xdz) + §(zdy — ydz))
son Algebre de Lie est H 211y muni de la multiplication :

[61, 63] = €4
[627 63] = €4.
les autres crochets sont nuls .
9e2,1,1) étant définie par la forme quadratique :
QX,Y,Z,T)=X*-Y?*+ 2% 4+ 17
sur J—C(z’Ll) s
L’Algebre de Lie du groupe des isométries du groupe H(s ;1) qui conservent
I'élément neutre est d’aprés le lemme (3.1.1) :

O(R4, Q) N Der(j‘C(271’1)).
Or I’Algebre orthogonale o( R*, Q) est de dimension 6

0 a1; Q12 413
a1 0 Q23 Q24

o(R*, Q)= A= telles que  a;; € R

—aiz a0 as
—ai3 a4 —azs 0

et elle est engendrée par les endomorphismes F(; ;) tels que :

F(Z-J)(ei) = —€; Sii,j 75 2
Fiij(e;) = e sit, j # 2
F(i,2)(€i> = €2
F(1,2)(€2) =€
F(,-J)(ek):O Slk#l,k;’é]

Seuls les endomorphismes F{; oy, F{23) sont des dérivations de 1’Algebre de
Lie %(2’171) . Donc :

o(R*, Q)N Der(H21,1y)  est une Algebre engendrée par {F(1 2y, Flo3).}

Elle est de dimension 2 . Le groupe des isométries du groupe pseudo-riemannien
(H(27171),g(27171)) qui conservent I'élément neutre est donc engendré par les
transformations :

x coshf , sinhfd , 0 , O x
Y sinhd , coshé , 0 , O Y
z 0 , 0 , 1 .0 z
t 0 , 0 , 0 1 t
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Exemple 3.2.2 Le groupe H(j ) (pseudo-riemannien).
Soit le groupe H ;1 2) muni de la métrique :

1 2 1 2
g2 = da® — dy* + (dz + §(ydw — xdy)) + (dt + §(ydx — xdy))
L’Algébre de Lie du groupe H(j 1,2) est H{(1 1 2) muni de la multiplication :

[6’17 62] =e€e3+ €4 .
les autres crochets sont nuls .

9a,1,2) étant définie par la forme quadratique :
QX,Y,Z,T)=X*-Y*4+ 72>+ T*

sur %(17172) s
L’Algebre de Lie du groupe des isométries du groupe H(j 12y qui conservent
I’élément neutre est donc :

o(R*, Q) N Der(H.19))-
Or I’Algebre orthogonale o( R*, Q) est de dimension 6

0 11 Q12 13
4 a1 0 Q23 Q24
o(R* ) =<{ A= telles que a;; € R
(£) —a12 —az 0 amu q w

—a13 —ags —azy 0
et elle est engendrée par les endomorphismes F(; ;) tels que :
Fiigle) = —¢;
Fig(e;) = ei
Fujpler) =0 si k#ictk#j

Seul I'endomorphisme F{; o) est une dérivation de I’Algébre de Lie H 19y .
Donc :

o(R*, Q)N Der(H12))  est une Algébre engendrée par Fi o).

Elle est donc de dimension = 1 . Le groupe des isométries du groupe pseudo-
riemannien (H(17172),g(17172)) qui conservent ’élément neutre est donc engen-
dré par la transformation :

x coshf , sinhf , 0 , O x
Y sinhf , coshé , 0 , 0 Y
z 0 , 0 , 1 ., 0 z
t 0 , 0 , 0 1 t
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Chapitre 4

Distributions totalement
géodésiques des groupes H (2,1,1) €t

Hq 1 9)-

Dans [10] , Th HANGAN a montré que dans les groupes de Heisenberg
riemanniens Hy,,; , toute distribution intégrable D totalement géodésique
est de codim > 2 . Par ailleurs , N et S RAHMANTI [20]ont observé que dans
Hj il existe une métrique Lorentzienne qui admet une distribution intégrable
de codim = 1. On se propose dans ce chapitre de montrer par deux contre-
exemples qu’en dimension = 4 | le théoréme de Th.HANGAN n’est plus
valable méme dans le cas riemannien . Il demeure alors ouvert le probléme
de caractériser en général les groupes de Heisenberg H (fG’ LK) bour lesquels le
théoréme de Th. HANGAN est vrai?

Ce probléme sera formulé a la fin du chapitre IV .

4.1 Hyper-surfaces totalement géodésiques dans
les groupes Hy 1) et H 1 ).
Connection de levi-Civita .
Soient G un groupe de Lie , g une métrique invariante a gauche sur G définie

par une forme quadratique Q sur 1.G .
w désigne la forme de Maurer-Cartan de G . On supposera comme toujours
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que w s’écrive :

ou
B* ={wy,...,wn}

est la base duale d’une base de champs de vecteurs orthogonaux relativement,
a g et invariants a gauche :

B={X1,...,X,}

On écrit g dans la base B ( avec \; € R* ) sous la forme :

Jo = i A w]
i=1
Le produit scalaire de deux champs de vecteurs X; et X; est :
(Xi, Xj) = Ninbij (4.1)
Désignons par ij les constantes de structure du groupe G :
[X;, X;] = CEXy. (4.2)

et par Ffj les symboles de Christoffel de la connection de Lévi-Civita v/
associée a la métrisue g :

v&&:ﬁﬂh (4.3)

Dans ces conditions , on a la proposition :

Proposition 4.1.1 .
Les symboles de Christoffel Fﬁj de la connection de Levi-Civita N/ associée a
la métrique g vérifient 'égalité :

Tl = 5(C5 + :Cly + 20k (4.4)

Pour une démonstration voir |7].

02



Distributions totalement géodésiques.

Définition 4.1.1 .

Une distribution D de codimension k sur une variété riemannienne (M, g) est
dite totalement géodésique si toute géodésique tangente en un point a D est
tangente partout a D .

Remarque 4.1.1 .
La définition signifie que si la géodésique est transverse en un point a D | elle
est transverse partout .

Proposition 4.1.2 (Caractérisation des distributions
totalement géodésiques ).
1 ) La distribution D est totalement géodésique si et seulement si :

X,YECOO<D) = VXY+VyX€COO(D)

2 )Si la distribution D est intégrable , alors D est totalement géodésique si
et seulement si

X, Y eC®(D) = vyxYeC”D)
3 )Si D est intégrable , D est totalement géodésique si et seulement si
XY, ZeC®D) = RX)Y)ZecC®D)
Application aux groupes Hpy 1) et H ).

On a définit dans le chapitre I deux groupes de Heisenberg de dimension

4
1) Le groupe Hy1,1) . C’est I'espace R* muni de la multiplication :
x z r+a
U2 N A y+y
z z z+z
t t t+t + i@z —a)+ iy z—y2)

de centre R , et dont la forme de Maurer-Cartan est :

dz
dy
dz
dt + 3(zdx — zdz) + 1 (2dy — ydz)
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son Algébre de Lie est :
H2,1,1) = R* muni de la multiplication :

[61, 63] = €4
[62, 63] = €4.

les autres crochets sont nuls .

Si 'on munit Hy; 1y de sa métrique riemannienne :

1 1 2
911y = dr’ +dy? + d2* + <dt + E(zdx —zdz) + E(zdy - ydz)) ,

alors la connection de Levi-Civita 7 associée a la métrique g(21,1) est donnée
d’apreés la formule (4.4) par :

1 1
Vi€3 = 364 V164 = —35€3
1 1
Va€3 = 564 /264 = —5€3
_ 1 _ 1 _ 1 1
V3e1 = —361 /362 = —5€4 /364 = 5€1 + 5€2
1 1 1 1
| Va€1 = —563 V4€2 = —5€3 \/4€3 = 5€1 + 5€2

2 ) Le groupe H(y,19) est I'éspace R* muni de la multiplication :

x T x+x/
2 I 7 y+y

! - ! 1 I I
z z 24z + 5@y —ay)
t t t+t +3(z'y —ay)

son centre de Hy 9 est R?
et sa forme de Maurer-Cartan est :

dz

dy
dz + L (ydx — ady)
dt + 5(ydx — xdy)

son Algebre de Lie est Hp 1 2) = R* muni de la multiplication :
{ le1,e2] = ez + ey

les autres crochets sont nuls .
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Si 'on munit H 9y de sa métrique riemannienne :

2

1 2 1
9,12 = dz? + dy® + (dz + §(ydx - xdy)) + (dt + Q(ydx — xdy)) )

la connexion 17 associée & la métrique g(11) est donnée d’apres ( 4.4 ) par :

Viez = %63 + %64 Vies = —%‘92 Vies = —562
Ve = —%€3 - %64 Vaé3 = %61 V264 = %61
Ve = _%QQ V32 = %61
Vae1 = —562 Va2 = %61

Distributions totalement géodésiques.
dans les groupes Hy 1) et H(i ).

Théoréme 4.1.1 (T.Hangan [10]).
Toute distribution intégrable totalement géodésique sur le groupe riemanien
Hy, 11 est au moins de codimension 2 .

contrairement a ce qui se passe dans les groupes de Heisenberg riemanniens de
dimensions impaires Hy, ; , les groupes de Heisenberg riemanniens H(s 1)
et H2) de dimension — 4 possédent chacun une distribution intégrable
totalement géodésique de codimension = 1 .

Proposition 4.1.3 .
Le groupe de Heisenberg H o 11y muni de la mélrique riemannienne :

1 1 2
g1 = dr” +dy? + dz* + (dt + §(zdx —xdz) + §(zdy - ydz)) .

possede une distribution intégrable totalement géodésique de codim = 1 .

Preuve 4.1.1 .
Soit, :
B ={X1, X5, X3, X4}

une base de champs de vecteurs invariants a gauche sur Hpy 1 1). :
*
B — {CO1, Wy, W3, w4}'

sa base duale .
Considérons la distribution intégrable D de codimension 1 sur H( 1) définie
par I’équation de Pfaff :

0 =w —wy=0. (4.5)
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les w; étant les composantes de la forme de Maurer-cartan w du groupe H( 1 1)
Les champs de vecteurs :

Yi =X+ X,
Vo= X; (4.6)
Y = Xy

forment une base de la distribution D .
On a:

(

VY1Y1 = 0.
VnY: = Yi
VnYs =
V.Y
VY, Y2
VrYs = 3
Vv Y1
Vv: Y2 Y.
. Vy3Y23 = 0.

La distribution D définie par I’équation de Pfaff ( 4.5 ) est intégrable . Les
identités (4.7) montrent que :

[ 1
— [
e

(4.7)

|
|
=

VLY, €CN(D) v Yy € C¥(D).

et la proposition ( 4 .1 .2 ) entraine que D qui est de codimension = 1 est
totalement géodésique .
Ce qui prouve la proposition .

Proposition 4.1.4 .
Le groupe Hy 19y muni de la métrique riemanienne :

2

1 2 1
ga12) = dz? + dy* + (dz + E(ydx — xdy)) + (dt + §(ydx — xdy)) )

possede une distribution intégrable totalement géodésique de codim = 1 .

Preuve 4.1.2 .
Soit :
B — {X17X27X37X4}'

une base de champs de vecteurs invariants a gauche sur H ;) :
*
B* = {wb w2, Ws, w4}-

o6



sa base duale . Considérons la distribution intégrable D de codimension 1 sur
H 11,2y définie par I'équation de Pfaff :

0= Wy —Wyqg = 0. (48)

les w; étant les composantes de la forme de Maurer-cartan w du groupe

Hq12)
Les champs de vecteurs :

Yi=X,
Y = X, (49)
Y= X3+ Xy
forment une base de la distribution D .
On a:
( VY1Y1 = 0.
UnY: = %Ys
VY1YE’> = _}/2
VY1 = —%Y?y
Vy,Y2 = 0. (4.10)
VY3 = Yi.
VYT = Y
VY = Y.
\ VY;;}% = 0.

La distribution D définie par I’équation de Pfaff ( 4.8 ) est intégrable . Les
identités ( 4.10 ) montrent que :

VY,,Y; € C¥(D) Wy, Y; € C®(D).

et la proposition ( 4 .1 .2 ) entraine que D qui est de codimension = 1 est
totalement géodésique .
Ce qui prouve la proposition .

Il demeure donc ouvert le probléme de caractériser en général les groupes de
Heisenberg H(fG L) bour lesquels le théoréme de T.HANGAN est valable .
Plus pécisément , on pose le probléme suivant :
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Probléme.

Soit H{GLK) le groupe de Heisenberg associé a un triplet de groupes de Lie
G, L, K par un bi-homomorphisme de groupes de Lie :

f:GxL— Z(K)

(z,y) — f(z,y)

On suppose que H(fG’L’K) est muni d’une métrique invariante a gauche g .
Quelles conditions doivent vérifier d’une part les groupes de Lie G , L , K
et le bi-homomorphisme de groupes de Lie [ ,d’autre part la métrique g pour
que toute distribution intégrable totalement géodésique D sur le groupe de
Heisenberg H{GLK) soit au moins de codimension égale o dimZ (K) + 1%
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RESUME

Ce mémoire de magister est constitué d’une introduction , de quatre cha-
pitres et d’une bibliographie. Son object principal est 1’étude des métriques
invariantes a gauche sur les groupes de Heisenberg de dimension quatre.
Dans le premier chapitre sont introduits et étudiés les groupes H (fG7 LK) qui
généralisent les groupes H(, ) de GOZE et HARAGUCHI, ainsi que les Al-
gebres }C& 1) qui sont les Algebres de Lie des groupes H (fq LK) On obtient
ainsi comme cas particuliers les groupes non isomorphes H; 1 1) et Hj 19, et
on montre que ce sont les seuls groupes de Heisenberg de dimension quatre .
Dans le deuxieme chapitre , on donne une classification des métriques rie-
manniennes , et selon la signature des métriques pseudo-riemanniennes des
groupes Hy 1) et H(i1,2) . Nos résultats sont les analogues en dimension
quatre d’un théoreme de classification des métriques Lorenziennes sur Hz du
a S.RAHMANT .

Le troisieme chapitre étudie le groupe des isométries d’'une métrique inva-
riante a gauche sur un groupe de Lie non necéssairement nilpotent . On
donne ensuite une application aux groupes pseudo-riemanniens H ;1) et
Huapy -

Dans le chapitre quatre , on s’interesse a un autre phénomene . on montre
par deux contre-exemples que le théoreme de T.Hangan qui stipule que sur
le groupe de Heisenberg Ho,. 1 toute distribution D intégrable et totalement
géodésique est necéssairement de codimension > 2 n’est pas vrai en dimen-
sion quatre .

En conclusion , on pose le probleme suivant :

Probléme.

Soit H, (fa LK) le groupe de Heisenberg associé au triplet de groupes de Lie :
G, L, K par le bi-homomorphisme

f:GxL— Z(K)

(z,y) — f(z,y)

On supposera que H (fa L) €St muni d’une métrique g invariante a gauche .
Quelles conditions doivent vérifier d’une part les groupes de Lie G , L, K ,et
le bi-homomorphisme de groupes de Lie f , d’autre part la métrisue g pour
que toute distribution intégrable totalement géodésique D sur le groupe de
Heisenberg H (fa 1k S0it au moins de codimension égale a dim(Z(K)) + 17



MOTS CLES
1 ) Groupes de Heisenberg .
2 ) Métriques invariantes a gauche .

3 ) Distributions totalement géodésiques .
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