2, P P JOUP Y [} Loas i 33
b w
Ministére de I'Enseignement Supérieur et de la Recherche Scientifique
s

Sl g ac=als gkl g a4 gladl LK
U N | vers |té 1 Faculté des sciences exactes et appliquées
., omn
FSEA 2025/2026

THESE

En vue de I’obtention du dipléme
de Doctorat en Sciences

Spécialité: Mathématiques appliquées

Présentée par : MEROUANI Mohamed

Stability and blow-up for some
hyperbolic systems

Soutenue publiquement le 26/01/2026  devant le jury composé de:

Membres du jury Nom et prénom Grade Université de rattachement
Présidente NACHI Khadra Professeur  Univ.Oranl-A.B

Directeur de Thése OUCHENANE Djamel Professeur  Univ. Laghouat

Codirecteur de Thése TIMIMOUN Chahnaz Zakia MCA Univ.Oranl-A.B
Examinateur BOUDAOUD Fatima Professeur  Univ.Oranl-A.B
Examinateur YAGOUB Ameur Professeur Univ.Laghouat
Examinateur HAKEM Ali Professeur  Univ. Sidi Bel Abbes

Invité YAZID Fares MCA Univ. Laghouat



Dédicaces

Je dédie ce modeste travail a tous les membres de ma famille, en particulier
a mon pere Ali, que Dieu le protége, a ma femme et a mes enfants,
aux enfants de mon frére, a ma sceur et a ses enfants, ainsi qu'a ma tante,

a mon oncle et a toute sa famille, et a toute la famille de ma femme.

i



Remerciements

Je tiens tout d’abord a remercier ALLAH, le Tout-Puissant et le Miséricordieux, qui m’a accordé la force et
la patience nécessaires pour mener a bien ce modeste travail.

Je remercie en premier lieu mon directeur de these, le Professeur Djamel Ouchenane, qui a toujours été
al’écoute, et qui m’a conseillé, encouragé et guidé. Il est a I'origine de ce travail. Avec une grande
patience et beaucoup de bienveillance, je lui exprime ma profonde gratitude pour sa disponibilité, et ce
fut un réel plaisir de travailler sous sa direction.

Je suis trés reconnaissant envers le Professeur Chahnaz Zakia Timimoun, qui a toujours été présente
pour m’apporter son soutien administratif et académique a I'Université d’Oran 1.

Je remercie vivement le Professeur Nachi Khadra de m’avoir fait 'honneur de présider le jury de cette
these, ainsi que les examinateurs : le Professeur Boudaoud Fatima, le Professeur Hakem Ali et le
Professeur Yagoub Ameur, pour avoir accepté de rapporter sur cette these et pour leurs précieux
commentaires et suggestions. Je remercie également le Docteur Yazid Fares d’avoir accepté I'invitation
a participer a ma soutenance.

Je remercie le Docteur Choucha Abdelbaki pour son soutien scientifique et ses encouragements.

Je remercie également les Docteurs Madani Belabbas, Douib Madani et Mostefai Mohamed Lamine
pour leurs encouragements.

Enfin, je rends hommage a I'ensemble des enseignants du département de mathématiques de

I’Ecole Normale Supérieure de Laghouat.

il



Résumé

Dans ce mémoire, nous avons étudié le probleme de 1'existence et de 'unicité
de la solution locale ainsi que I'explosion de la solution en un temps fini pour
un systeme d'équations différentielles de type Kirchhoff comportant une non-
linéarité logarithmique, des effets de retard et des conditions
d'amortissement de type Balakrishnan-Taylor.

Nous avons également étudié un autre systeme similaire. Pour démontrer les
résultats, nous avons utilisé la méthode qui repose sur la construction d’'un

opérateur L(t) équivalent topologiquement a la fonction énergie et
. Ve g i £ AiEEA . dL(t

satisfaisant a 'inégalité différentielle : % > ELMY(D).

Les résultats obtenus contribuent a une meilleure compréhension des

interactions complexes dans les systemes viscoélastiques régis par ce type de

systémes d’équations.

Mots-clés : Equation de Kirchhoff, explosion de la solution, terme de retard,

terme viscoélastique, non-linéarité logarithmique.
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Abstract

In this thesis, we studied the problem of existence and uniqueness of the local
solution, as well as the blow-up of the solution in finite time, for a system of
differential equations of Kirchhoff type involving a logarithmic nonlinearity,
delay effects, and Balakrishnan- Taylor-type damping conditions. We also
examined another similar system.

To establish the results, we used the method which is based on the

construction of an operator L(t) that is topologically equivalent to the energy
function and satisfies the differential inequality: d;—(tt) > ELM(b).

The results obtained contribute to a better understanding of the complex
interactions in viscoelastic systems governed by this type of differential

equations.

Key words: Kirchhoff equation, solution blow-up, delay term, viscoelastic

term, logarithmic nonlinearity.



uadla

Y alre Alaad dygiie ddaad 3 Jall jladi) 135 el dadl dglas 55 IS da g 5haY) 028 (8 L o
Loy pig aalil) ol il daciyjle Jha Y o (g siat gl xS g b (e Ailialds
Akl gl la s A Ulewiul el dgilia s Al dlaa 1385 5l Glady SV ayedil
Aalaliill daa) jiall Biag g b sl saa d8U) Adls (8S) [ (E) ise sl Mo S35 (Al
B > prtv(e)

138 (e i¥alane LgaSas Sl A W) dadail) 8 Baiaall CBle il agd 8 il aals

£

4had¥ da o3l mlhias gualill bl cdall ladi] o sl S Ualaa dzalidal) cilal])

s & )

vi



Table des matiéres

Introduction
0.1 Méthode de concavité . . . . . . . . . .
0.2 Méthode d’inégalité différentielle. . . . . . . . . ... ... ...

0.3 Notion d’explosion . . . . . . . . ..o

1 Préliminaires
1.1 Equation de Kirchhoof et autres éléments . . . . . . . . . ... .. ...
1.2 Quelques espaces fonctionnels de base . . . . . . .. ... ...
1.3  Quelques inégalités utiles . . . . . . . . ... ... ... ..
1.4  Quelques notions sur les opérateurs . . . . . . . . .. ... ... ...

1.5 Existence et unicité de la solution . . . . . . . . .. ...

2 Existence locale et blow-up pour une équation d’onde viscoélastique
non linéaire a retard distribué
2.1 Introduction . . . . . . . . ...
2.2 Existence locale . . . . . ... oo

2.3 Explosion . . . ...

3 Explosion de la solution d’un systéme viscoelastique avec une non-
linéarité logarithmique de type kirchhoff

3.1 Imtroduction . . . . . . . ..

vii

48



3.2 Résultat d’explosion

Conclusion

Résumé de theése

Bibliographie

viii



Introduction

Cette these est consacrée a 1’étude de I'explosion dans le temps, elle s’articule autour
de trois chapitres.

Apres une introduction générale, Le premier chapitre présente les outils préliminaires
indispensables a 1’étude ainsi que certains éléments de base.

Les deux derniers chapitres constituent le coeur de ce travail ; ils sont consacrés a
I’étude d’un systéme d’équations aux dérivées partielles non linéaires comprenant un
terme d’amortissement dégénéré ainsi qu'un terme source fortement non linéaire.

Nous y prouvons ’explosion en temps fini de la solution en recourant a deux méthodes

0.1 Meéthode de concavité

La méthode de concavité a été introduite par Levine en 1973. Cette méthode est lar-
gement applicable pour démontrer I’explosion des solutions des équations différentielles
en temps fini.

Le principe de cette méthode repose sur la construction d’une fonction positive F(t)
qui vérifie I'inégalité différentielle suivante :

d>F~2(t)
a2~



Introduction Introduction

Par intégration de cette inégalité deux fois sur U'intervalle [0,77], on obtient

o For(0)
B0 2 5oy —tar 0)

La fonction F*(t) est minorée par une fonction qui explose en un temps fini a
condition que F'(0) > 0.

L’explosion aura lieu avant ou l'instant

0.1.1 Interprétation géométrique

12
10

o N & O @

o
—
~
w
IS

Comme F/(O) > 0 nous avons (F*O‘)/(O) < 0. Donc la courbe de F~%(t) est située
en dessous de la tengente issue du point (O,F _a(0)>.

D’autre part, la courbe étant concave, elle doit couper 'axe des temps en T, qui
represente la valeur exacte du temps d’explosion.

Cette valeur est exprimée par la valeur 7" du point d’intersection de la tengente
avec l'axe des temps.

On déduit 'explosion de F'*(t) en T¢. c-a-d

lim F(t) = +o0

t—T¢o
Remarque 0.1. Pour que la méthode de concavité soit applicable il faut que F' satisfasse

d>F=2(t)

= (CaF (@) = —aF () F (@) +ala+ D(F (1) F ()

() = (a+ D(E'(1)].

2

"

= —aF () [F(t)F
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Ainsi pour prouver que F“(t) explose en un temps fini il suffit de montrer que

/

FF —(1+a)(F)2>0

pour un certain o > 0.

0.2 Meéthode d’inégalité différentielle

Cette méthode repose sur la construction d'une fonction auxiliaire L, qui constitue
une perturbation de I’énergie totale qui satisfait I'inégalité differentielle définie dans le

lemme suivant

Lemme 0.1. Soit v >0, et soit L(t) une solution de l'inéquation différentielle ordinaire

sutvante :

LU > erv (0.1)

définie sur l'intervalle [0,+o00].

Si L(0) > 0, alors la solution n’eziste pas pour
t>L(0) e vyt
Démonstration. L'intégration directe de (0.1) donne
LV (t) = [L7(t) —évt] ! (0.2)
Il est clair que le membre & droite de (0.2) est non borné pour
cvt=L7"(t)
Ceci termine la démonstration du lemme. O

Pour notre contribution, on étudie le systeme suivant
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g |Puge — M (t) Au(t) + [3 h(t — 0) Au(o)do — Aug(t)

4B g (1) "2y () + Bo|ug (t — 7)™ 2ug(t — 1) = ulu|V "2 In|ul*.

u(z,0) =ugp(z), w(x,0)=wui(x), in Q (0.3)
ug(x, t —7) = folz,t—71), in Qx(0,7)

u(z,t) =0, in 00 x (0,00)

ou M(t) := (CO + (1| Vul3 +U(Vu(t),Vut(t))L2(Q)) fonction de Kirchhoff,

et Q CRY est un domaine borné a frontiere suffisamment réguliere 9. v > 2.

Les équations d’ondes non linéaires ont fait ’'objet de nombreuses recherches mathé-
matiques en raison de leur role fondamental dans la modélisation d’un large éventail de
phénomenes physiques et d’ingénierie, y compris ’élasticité, la dynamique des fluides
et I’électromagnétisme. L’interaction entre les effets dissipatifs et les forces externes
ou internes donne souvent lieu a des comportements dynamiques complexes tels que
I'existence globale, la décroissance ou I’explosion en temps fini des solutions.

Dans ce contexte, les systemes impliquant un amortissement non linéaire et des
termes sources ont re¢u une attention particuliere car ils résument a la fois des influences
stabilisantes et déstabilisantes (par exemple, [1],[19], [20],[70])

Un phénomene clé étudié dans de tels systemes est ’explosion en temps fini des
solutions, ou I'énergie ou une norme de la solution devient non bornée en un temps fini.
Le fait qu’une solution explose ou existe globalement dépend de maniere critique de la
relation entre les termes d’amortissement et les termes de source, de la structure de la
non-linéarité, et de la géométrie du domaine.

Le défi mathématique réside dans la détermination des conditions précises sous
lesquelles I'explosion se produit, ainsi que dans la compréhension des mécanismes qui la
provoquent.

La littérature relative aux problemes d’explosion dans les équations d’onde scalaires
comportant des termes de source et d’amortissement non linéaires (par exemple, [61]) a

été étudiée en profondeur. Une premiere contribution a été apportée par Levine [50]

4
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utilisant la méthode de concavité, qui a prouvé ’explosion en exploitant la convexité
des fonctionnelles d’énergie.

Cette approche a depuis été améliorée et étendue a d’autres modeles, notamment
aux équations d’onde présentant des effets de mémoire, un amortissement viscoélastique
et des non-linéarités dégénérées.

Les systemes couplés introduisent des difficultés mathématiques supplémentaires
en raison des interactions entre les composants, ce qui peut produire soit une dissi-
pation accrue (effet stabilisateur), soit une instabilité accrue (favorisant I’explosion).
Certaines contributions récentes (par exemple, [27],[18]) ont étudié I'explosion dans
de tels cadres couplés, mais de nombreuses questions restent ouvertes, notamment
concernant la maniere dont les différents types d’amortissement et de non-linéarités de
source interagissent.

L’équation d’onde avec amortissement et termes sources
-2 -2
o —Aptalo]™ o =blol’ ", dans [0,7] x €,

ot Q CRY (N >1) est un domaine borné avec une frontiere lisse 952, apparait
dans plusieurs contextes physiques, tels que 'élasticité non linéaire, I'acoustique, la
physique des plasmas et les milieux viscoélastiques.

Dans ce modele, le terme Au représente la force de rappel élastique, tandis que
le terme d’amortissement non linéaire a |¢y|™ ¢ modélise les mécanismes dissipatifs
tels que le frottement interne ou la résistance dans un milieu non linéaire. Le terme
source b|p|? —2 @ peut décrire une injection d’énergie ou le forcage externe, tels que les
phénomenes d’amplification ou les mécanismes de rétroaction non linéaire dans certains
systémes physiques

L’interaction entre la dissipation d’énergie et I'apport d’énergie joue un role crucial

dans la détermination du comportement asymptotique des solutions. Lorsque le terme

source est absent (b=0), la dissipation domine et les solutions restent globalement
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bornées, satisfaisant 1’estimation d’énergie

lee(®)lly + Vel < C

pour tout ¢t > 0, ou C' > 0 dépend des données initiales mais pas du temps; voir
[12],]18]. Cela reflete I'intuition physique selon laquelle, en 1'absence de forcage externe,
I’énergie du systeme finit par se stabiliser en raison de la dissipation.

Inversement, si 'amortissement est absent (a = 0), 'apport continu d’énergie par
le terme source peut conduire a une croissance illimitée de la solution en temps fini,
correspondant physiquement a une rupture ou a une instabilité du systeme. Mathémati-
quement, il existe T < oo tel que

lim || ()] = +o00
t—T*

comme on observe dans [5],[15] le cas de 'amortissement et du terme source est
nettement plus complexe a analyser.

Dans le cas de l'amortissement linéaire (n; = 2) , en utilisant la technique de
concavité, il a montré qu’une énergie initiale suffisante pouvait conduire a une explosion
a temps fini.

Cette technique consiste a construire une fonctionnelle ¢(¢) pour laquelle ¢p~7(t) est
concave pour un certain v > 0, de sorte que ¢~ 7(t) tende vers zéro en temps illimité
ainsi l'explosion.

Du point de vue des principes de I’energie physique,cette technique s’est imposée
comme un pilier de I’étude des phénomenes d’explosion.

Pour I'amortissement non linéaire (11 > 1), Georgiev et Todorova [35] ont introduit
une autre approche, en choisissant une fonctionnelle auxiliaire de type énergie L(t)
avec :

—= > LM, t €10, +o0],

ol les constantes sont données par £ > 0, et v1 > 0.
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Cette inégalité fournit la base pour utiliser la méthode de concavité afin de demon-
trer que L(0) > 0, Ce qui implique, a son tour, I’explosion en temps fini de la suite
correspondante, traduisant physiquement des situations ou le terme de source surmonte
I’amortissement, méme lorsque la dissipation est non linéaire.

Cependant, leur critere n’était pas optimal et plusieurs améliorations ont été propo-
sées (voir [52],[58],[71]). En particulier, Vitillaro [71] a étendu ces resultats pour inclure
des solutions avec une énergie initiale positive, clarifiant davantage 1’équilibre entre
I’apport d’énergie et la dissipation.

Dans les travaux [3], Agre et al. ont examiné un systeme d’équations d’ondes non

linéaires couplées de la forme

it — Ao+ | ™ or = Gilp, )
Yy — A+ |¢1t|w_1 Uy = Ga(p, )

posé sur 0,7 x Q et soumis a des conditions aux limites de Dirichlet homogenes et
a des données initiales appropriées.

Les termes sources non linéaires (G; et (G sont donnés par

Gi(p, ) = bilo+oP (o) +bo ||t | T2

Go(p, ) = bilo+u2 P (o ) + by ] T2 ] 2

ou by,bs et p1 sont des parametres réels. Sous des hypotheses appropriées, les auteurs
ont établi des résultats d’existence locale et globale, mais aucune estimation de la
décroissance des solutions globales n’a été obtenue.

De plus, il a été démontré que les solutions possédant une énergie initiale négative
explosent en temps fini.

En utilisant une approche analogue a celle de ([4],[19],[35],[49],[65],[70]),

Dans [09] M. A. Rammaha et son collaborateur ont étudié un systéme d’équations

d’ondes non linéaires intégrant a la fois un amortissement non linéaire et des termes
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sources puissants, donné par :

it — Do+ (]| +e ] [ or = Galp, ),
b — A+ (d [0 + € [o]P) [~ or = Galip, 1),

dans un domaine borné Q C R™ (n =1,2,3), sous des conditions aux limites de
Dirichlet homogenes.

Le systeme modélise des interactions pour lesquelles les termes d’amortissement et
de source dépendent de maniere non linéaire de la solution et de ses dérivées.

Les auteurs ont établi des résultats d’existence locale et globale dans des conditions
spécifiques sur les exposants et les coefficients, et ont en outre démontré que I’explosion
en temps fini se produit lorsque 1’énergie initiale est négative et que les termes de source
dominent la dissipation.

Leur analyse, motivée en partie par des applications en modélisation physique,
met en évidence I'équilibre délicat entre 'apport d’énergie et la dissipation dans la
dynamique des ondes non linéaires. De tels systemes apparaissent naturellement dans
divers domaines, notamment la mécanique des milieux continus et I’acoustique non
linéaire.

Dans [72], Z. Young a étudié le probleme d’évolution non linéaire suivant :
: a—2 : p—2 m-2 p—2
e — Apr — div(|Ve| ™ = Vo) = div(|Vir | " Veor) +aleod ™ e = ble™ "o,

posée dans le cylindre espace-temps]0,7'[ x €2 et complétée par des données initiales
appropriées et soumises a des conditions aux limites de Dirichlet homogenes.
L’auteur a démontré que, si I’énergie initiale est suffisamment négative et que les

parametres remplissent certaines conditions, les solutions explosent en temps fini,

p > max(ai,n), ayp >

De plus, il a été démontré que le temps d’explosion est influencé par la taille (mesure

de Lebesgue) du domaine spatial (voir [72], Remarque 2).

8
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D. Ouchenane et al. [65] ont proposé le systéme suivant d’équations d’ondes non
linéaires, intégrant un amortissement non linéaire et des termes sources dans les deux

composantes :

eit — App — div (’V90’a1_2 VSO) —div (’V%’B_2 V@t) +ar e or = Ga(p, 1)
/
Y — Ay —div |V 2 V) — div (Ithﬁ 2%) +az|ol " o = Galp, )
(0.4)

Sous des hypothéses appropriées sur les données initiales et des conditions appropriées
sur les parametres aq, 3, B/,m,w ainsi que sur les non-linéarités GG1 et Ga, les auteurs
établissent un résultat global de non-existence (explosion en temps fini). L’approche est
inspirée de la méthode développée dans ([4],[5][25]).

L’objectif principal de ce travail est d’établir un résultat global de non-existence
pour les solutions du systeme (0.4)) correspondant a de grandes données initiales, et
soumis a des conditions aux limites de Dirichlet.

Le systéme comporte a la fois un amortissement non linéaire et des termes sources
de type puissance. Notre objectif principal est d’établir des résultats d’explosion en
temps fini sous des hypotheses appropriées sur les exposants et 1’énergie initiale, en
mettant I'accent sur le délicat équilibre entre I’amortissement et les effets des sources.

Notre approche repose sur la méthode de la concavité, qui permet de construire des
inégalités différentielles conduisant a I’explosion des solutions.

Les résultats présentés ici étendent et améliorent ceux de [72], ainsi que d’autres
études connexes, en élargissant la classe des non-linéarités admissibles et des structures
de couplage.

Ce faisant, ils proposent de nouveaux criteres d’explosion plus généraux pour les
systemes d’ondes non linéaires couplés, contribuant ainsi a une meilleure compréhension

plus approfondie de leur comportement qualitatif.
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A. Choucha et al.[19] proposent le probléme suivant :

e — M ([|Vull3) Au-t f b (t = h) Au(h)dh — Augy + g1 (ur)
= filu,w), z€Q, t>0,
wy = M ([|[Vwl3) Aw+ [§ ha(t — h) Aw(h)dh — Awy + ga(w)
= fo(u,w), z€Q, t>0,
u(z,t) =w(z,t) =0 zel, t>0
M ([Vul3) 5 — fi ha(t — h) 248 dh + % = —Bof'u, z€Ty, >0
M (||Vwll3) 2 — g bt —h) 258 dh+ 9% = —Bof"w, z€Tg, t>0

u(z,0) = up(2), u(2,0) = uq(2), z €,
w(z,0) = wp(z), wi(z,0) = wi(z2), z € Q,
gi(ue) = B lu (" P un(t), ga(wn) = By w6 (1)

Dans cette étude, ils ont étudié un systeéme quasi-linéaire d’équations viscoélastiques
impliquant des conditions aux limites fractionnaires, une dispersion, une source et
des exposants variables. Ils ont constaté que la solution du systéme est universelle et
contrainte par des hypotheses correctes sur les fonctions de relaxation et les conditions

initiales.

0.3 Notion d’explosion

Les équations hyperboliques peuvent rencontrer des solutions qui n’existent pas
globalement. On dit alors qu’elles « explosent » en un temps fini.

Pour une équation d’onde donnée, dans quelles conditions la solution va-t-elle
exploser a un instant donné ?

I’énergie initiale est négative ou suffisamment grande, termes sources fortement non

linéaires, amortissement insuffisant ou dégénéré, des effets supplémentaires comme la

10
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mémoire viscoélastique ou les termes de retard peuvent, selon leur structure, accélérer

le phénomene d’explosion.

0.3.1 Point d’explosion (blow-up)

Dans les équations aux dérivées partielles non linéaires (EDP), le blow-up signifie
que la solution devient infinie en un temps fini.
Si u(x,t) une solution d'une EDP définie sur [0,7[. Sl existe un temps fini 7" > 0

tel que

li )=+
t_l{g_llﬂ( )| = +o0

on dit qu’il y a explosion au temps 7.

11



Chapitre 1

Préliminaires

Dans ce chapitre, nous rassemblons plusieurs outils fondamentaux qui seront néces-
saires tout au long de ce travail. Le point commun a ’ensemble des résultats présentés
ici est qu’ils préparent aux résultats principaux, qui seront développés dans les deux

chapitres suivants

1.1 Equation de Kirchhoof et autres éléments

1.1.1 Equation de Kirchhoof

L’équation de Kirchhoff, introduite par Gustav Kirchhoft en 1876, constitue une
extension de I’équation d’onde classique utilisée pour modéliser les vibrations transver-
sales d'une corde fixée a ses extrémités. Elle généralise I’équation d’onde standard en
tenant compte de l'effet de la tension de la corde et de sa géométrie.

Dans un espace unidimensionnel, I’équation de Kirchhoff s’écrit généralement sous

la forme :

12



Chapitre 1 Préliminaires

2F (L |ou 2
_ P —
m (ph( 0 + Ip b 8x(x’t)| dm)) Uggy = 0,

ou la fonction u(z,t) est le déplacement vertical a la coordonnée spatiale x, variant

dans le segment [0, L] et au cours du temps ¢t > 0, p est la densité de masse, h est l'aire
de la section transversale de la corde, Py est la tension initiale sur la corde, L est la
longueur de la corde, et E est le module de Young du matériau.

Le coefficient non linéaire fOL ‘%(x,t)‘g dz est obtenue par la variation de la tension
lors de la déformation de la corde. Lorsqu’il n’y a pas de tension initiale (i.e.Py = 0),

cet état est appelé état résolu, par opposition a 1’état non résolu.

1.1.2 Viscoélasticité

La viscoélasticité est la propriété des matériaux qui présentent a la fois des compor-
tements visqueux et élastiques lorsqu’ils sont soumis a une déformation.

Les matériaux viscoélastiques sont connus pour présenter un amortissement.

Ces effets d’amortissement sont modélisés a ’aide de deux opérateurs différentiels-
intégraux.

Le premier concerne les problemes viscoélastiques a mémoire finie :

[ 1t~ o) u(o) o

ou h(t— p) est le noyau de mémoire, et Au(p) représente le changement de déplace-
ment au temps g.

Le deuxieme type de problémes est celui des problemes viscoélastiques a mémoire
infinie.

/Ooog(s)Au(t —s)ds,
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1.1.3 Terme d’amortissement de Balakrishnan

Dans [0] Balakrishnan et Taylor ont proposé un nouveau modele d’amortissement
appelé amortissement Balakrishnan-Taylor o(Vu(t), Vue(t)) Voir aussi Bass et Zes [9].

Le systeme est ’équation d’onde bien connue avec (; = 0 =0 et ’équation d’onde
de type Kirchhoff avec o = 0, qui ont été largement étudiées.

La forme générale de I’équation des ondes viscoélastiques de Balakrishnan-Taylor

avec amortissement est la suivante

i — (a4 BVl Aule) + [ bt~ o) Au(o)do+ glue) = F ()

Dans [2] M. Al-Gharabli et al. ont considéré I’équation d’onde viscoélastique de
Balakrishnan-Taylor suivante avec un amortissement frictionnel non linéaire et un terme

source logarithmique

t
e |Prags — M (£) Au(t) + /0 g(t — ) Au(s)ds — Aug(t) + h(ug) = kuln |ul.
Dans [25] A.Choucha et al ont considéré le probléme suivant

e [Pugg — M(E) Au(t) — Aug () + /0 ot — ) Au(s)ds — iy Aug(t) — /T " 2(0)| Az, t — 0)do

1
= ufu] " In|ul*.

1.1.4 Terme de retard

Une forme générale d’équation différentielle a retard simple (ODE) avec un terme

de retard peut étre écrite comme suit :

ur(t) = f(u(t),ut—T))
ol
*u(t) est I'état du systéeme a l'instant t.
* 7 est le temps de retard.

* u(t — ) représente 'état du systeme au temps passé t — 7
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Remarque 1.1. Selon le retard, on peut distinguer le retard constant ou T est constant,
le retard variable dans le temps ou 7(t) dependant du temps t et retard distribué ou

l'expression de l’équation est donné par le terme

w(t) = f(1, / u(s)u(t — s)ds
0

1.2 Quelques espaces fonctionnels de base

Nous présentons ci-dessous les concepts, définitions et théories nécessaires utilisés

dans 'argumentation de cette these.

1.2.1 Espace de Banach
1.2.1.1 Espace vectoriel normé

Un espace vectoriel normé X est un espace vectoriel sur k (R ou C) munit d’une
norme

II.]l : X — R qui satisfait les propriétés suivantes :
L. ||z]| =0 <= =0, et ||z]| >0,
2. pour tout x € X et pour tout A de k, on a || Az|| = |A|||z]],

3. |lz+yl < |lz||+ |ly|]| pour tout z,y de X.

Il convient de préciser que la complétude d’'un espace vectoriel normé X implique

que toutes les suites de Cauchy dans X convergent dans X.

1.2.1.2 Espace de Banach

Un espace de Banach est un espace vectoriel normé complet.

15
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1.2.2 Espace de Hilbert
1.2.2.1 Produit scalaire
Définition 1.1. [71] et [1/] On considére un espace vectoriel E sur R. On appelle
produit scalaire sur E toute application (.,.) de E X E dans R telle que

1. pour touty de E, Uapplication {.,y) : E — R définie par x — (x,y) est linéaire ;
Y,y € E, (r,y) = (y,x)

pour tout x de E, {x,z) € Rt .

pour tout x de E, (x,x) =0 si et seulement si x = 0.
Le couple constitué d’un espace vectoriel EI et d’un produit scalaire est un espace

préhilbertien.

Proposition 1.1. (Inégalité de Schwars) Soit E un espace vectoriel muni d’un

semi-produit scalaire (.,.). Pour tous x, y dans E
2
[, )" < (2, 2)(y,y)
Corollaire 1.1. Soit E un espace vectoriel muni d’un produit scalaire {.,.). Alors
llz|| = <x,x)% définit une norme sur E.
1.2.2.2 Espace de Hilbert

Définition 1.2. Un espace préhilbertien complet pour la norme définie par son produit

scalaire est appelé espace de Hilbert.

Théoréme 1.1. Si (uy)pen est une suite bornée dans l’espace de Hilbert H, alors elle

posséde une sous-suite qui converge dans la topologie faible de H .

1.2.3 Les espaces LP(Q2)

Définition 1.3. [7/] Soit Q un ouvert de R", nous définissons l’espace LP(§2) comme

suit
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Pour 1 <p < oo, l'espace LP(QQ) est l’espace des fonctions réelles f sur Q) telles que
f est mesurable et quefq|f(z)[P dr < +o00
Si f € LP(Q), on définit la norme

£l e (o) = (/Q If(w)lpda:)l/p.

Si p=+o0o, lespace LP(QQ) est l’espace des fonctions mesurables [ qui sont essentielle-

ment bornées sur §2

Si f e L>(Q), nous avons
| fll oo (@) = nf{C > 0; [f(z)] < C p.p sur Q}.

Définition 1.4. Soient Q un ouvert de R"™ et m un nombre non négatif. Nous définissons
C™(Q) comme ’espace des fonctions continues sur 0 dont les dérivées partielles D f,
la| <m, existent et sont continues, ou

ol f(x)

0x{t0xy? -z’

n
D%f(z) = aeN" laf=> a.
i=1

1.2.3.1 Dérivée faible

Définition 1.5. [/] Si f,g € LP(QY), g est considérée comme une dérivée faible d’ordre
ade fsi

| F@Dp(yde = (1) [ glx)p(a)dr, Vo e Q).

1.2.3.2 Espaces de sobolev

Les espaces de Sobolev jouent un role fondamental dans le calcul variationnel. Ils

doivent leur nom au mathématicien russe Sergei Lvovitch Sobolev (1908-1989).

Définition 1.6. [/ Supposons que Q soit un ensemble ouvert dans R™.

L’espace de Sobolev W™P(Q), m e N* | 1 <p<+oo, est défini comme suit
WmP(Q) ={f € LP(Q); D*f € LP(Q), |a] <m}.
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Si fe W™P(Q) |, on définit la norme

1/p
(Zostalem 1D I pq) s 1<p<+oc,
1 lwmw ) =
maxo<|a<m [[Dfll @),  p=+o0.

Quand m =0, WOP = LP ; quand p=2, W™2(Q) est désigné par H™(S)) et c’est un
espace de Hilbert. La norme de f € H™(Q)) est défini par

1/2
||f||Hm(Q):( >, /Q|Daf($)|2d$) ,

0<|a|<m

et le produit scalaire est le suivant

(f,9)5m@Q) = /Do‘f )D%g(x)dx.

0<|a|<m
1.2.3.2.1 L’espace de Sobolev W1?(Q)

Définition 1.7. Soit Q un ouvert de R™ et 1 < p < +o0. L’espace de Sobolev lep(Q)

est défini comme suit

Wl’p(Q):{u € LP(Q);dg; € LP(Q) tel que/Qu = —/Qgigodzrz, i=1,2,...n, Vp € CgO(Q)}

Ty
Définition 1.8. L’espace de Sobolev WP(Q) est appelé espace de Sobolev d’ordre un,

et possede la norme

ou
ow;

lullyre = [lufle + >
1<i<n

)

Lp

ou fréquemment, si 1 < p < 0o, avec la norme équivalente

p 1/p
Lp) ‘

WLP(Q) = HY(Q) est un espace de Hilbert par rapport au produit scalaire

o0x;

[ullwre = (\UH )

1<i<n

ou Ov
(u,v)H1:/uvdm+ Z /8%81’1

1<i<n
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Définition 1.9. On définit H}(Q2) comme l’adhérence de D(QY) dans H(Q).
HE(Q) est un sous-espace de H'(Q) des fonctions nulles sur I = €.

Définition 1.10. (Injection continue)
Soit V., W deuz espaces vectoriels normés. On dit que V est continument injecté
dans W, et l'on écrira V — W, st V' est un sous-espace vectoriel de W et si l’injection

canonique

g V=W
r — jlx)==x,
est continue, c¢’est-‘a-dire
Je>0: [lzfly < cllzlly

Exemple 1.2. H}(Q) — L"(Q), pour 1 <r < %

1.2.3.2.2 L’espace de Sobolev Wol’p(Q)

Définition 1.11. Soit Q) est un domaine ouvert de R"et 1 < p < +o00. On définit

lespace Wol’p(Q) comme fermeture de C}(Q) par rapport a la norme de WHP(Q).

1.3 Quelques inégalités utiles

Nous rappellerons, dans cette section, quelques inégalités qui figureront dans les

chapitres suivants.

1.3.1 Inégalité de Poincaré

Théoréme 1.3. [55] Supposons que 2 soit borné dans une direction et que 1 < p < 400.

Alors il existe une constante positive C = C(§2,p) de sorte que
lull o) < ClIVull o), Yue Wol’p(Q)-
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ot la norme du gradient de w dans LP(QQ) est définie par | Vu||

1<p<+oo avee Vu(r) = (L (), f2(x), ..., 2 ()

= o [Vu(@)lPda) /7,

LP(Q

1.3.2 Inégalité de Young

Proposition 1.2. [7//

Soient a, b> 0 et p, ¢ deur nombres réels conjugués dans |1,00[ alors

al bl
ab< —+—, Dpour q:—l.
Proposition 1.3. [7//.(Inégalité de e— Young). Soient a,b,e >0, p,q € ]1,+0o0], %4—% =
1 alors ab < eaP + C(e)b? avec C(e) = —1
q(ep) @

1.3.3 Inégalité de Holder

Proposition 1.4. [1] Soit Q un ouwvert de R™, et supposons que f € LP(Q), g € L4(Q)

avec 1 < p,q < 400 et%—i—%:l alors

[ 1fgldz < 1 F oy llgl ooy

1.3.4 Formule de Green

Dans [55], on prend €2 comme un domaine borné de R™ a frontiére réguliere, alors

pour tout v de H'(Q) et v de H%(Q), nous avons

/uAvdx = —/Vu.Vvdx+/qu.Cds
Q Q of)

ou ( est la normale unitaire extérieure a 0f2.

On remarque que quand u est dans H{ (), alors, la formule de Green se réduit a :

/uAvdx = —/Vu.Vvdx
Q Q
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1.4 Quelques notions sur les opérateurs

Définition 1.12. Un opérateur linéaire sur un espace X est une application linéaire
définie sur un sous-espace vectoriel D(A) C X a valeurs dans X, (D(A) est appelé le

domaine de 'opérateur A)

Définition 1.13. Soit H un espace de Hilbert réel et A un opérateur non borné du
domaine D(A) C H — H.

On dit que A est monotone (ou accrétif) si
Vv e D(A), (Av,v) >0

A est dissipatif si
Vv e D(A), (Av,v) <0

A est dit mazimal monotone si, en plus, Im(Id+ A) = H i.e

VieH, Jue D(A), u+Au=f

1.4.1 Semi-groupes

Concernant les semi-groupes on a utiliser ce qui est dans [05]

Soit X un espace de Banach. Une famille & un parametre (S(t)), 0 <t < 0o, d’opéra-
teurs linéaires bornés de X dans X est un semi-groupe d’opérateurs linéaires bornés
sur X si

(i) S(0) = Id (Id est I'opérateur d’identité sur X).

(ii) S(t+s)=S(t)S(s) pour tout s,t > 0.
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1.4.2 (p-Semi-groupes

Un semi-groupe S(t), 0 <t < oo, de X a X est appelé semi-groupe fortement continu

d’opérateurs linéaires bornés si
lim S(t)xr=xz ou lim ||S(t)x—z||=0, VzelX,
t—0+

i.e., S(t) est un Cp-semi-groupe.

1.4.3 Semi-groupe de contraction

Définition 1.14. Le semi-groupe S(t) est un semi-groupe de contraction s’il existe

une constante 0 < o < 1 telle que pour tout t >0,
Stz =Syl <allz—yl, Vz,yeX
Définition 1.15. L’opérateur linéaire A défini par

D(A) = {x € X; lim S(t>tH em’ste},

t—0t

et

S(t)x —
Az = lim Ste—z lt=0 pour tout x € D(A)
t—07 t

est appelé le générateur infinitésimal du semi-groupe S(t).

D(A) domaine de A.

Théoréme 1.4. Soit S(t) est un Cy-semi-groupe (0 <t < oo) alors il existe deux

constantes M >0 et w >0 tel que

1S(1)]| < Me¥t  pour tout t > 0.
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1.5 Existence et unicité de la solution

Soit V' un espace de Hilbert (réel) avec un produit scalaire (.,.)y et une norme
associéel|. ||}, nous proposons de résoudre le probleme suivant :

trouver u € V' tel que pour tout v € V on a a(u,v) = L(v).

Nous imposons les conditions suivantes

1) L une application définie sur V' dans R vérifiant

1.L est linéaire.

2. L est continue, c¢’est-a-dire qu’il existe une constante C' > 0 telle que
|L(v)| < Cllv||y pour tout v €V

2) a une application définie sur V' x V' dans R vérifiant
1. a est bilinéaire.

2. a est continue, c’est-a-dire qu’il existe une constante M > 0 telle que
la(u,v)| < M|ully||v||y  pour tous u,v €V,
3. a est coercive, c¢’est-a-dire qu’il existe une constante (3 strictement positive telle que
a(u,u) > Bllul|®> pour tout u €V,
avec ses conditions, on donne le théoréme suivant (voir [11])

1.5.0.1 Théoreme de Lax-Milgram

Soit V' un espace de Hilbert (réel), a est continu bilinéaire sur V' x V' coercive et L
une forme linéaire continue sur V.
Alors, il existe un élément unique u de V', .a(u,v) = L(v) pour tout v € V

Si la forme bilinéaire a est symétrique, on pose
1
YoeV, Q)= Ea(v,v) — L(v)

23



Chapitre 1 Préliminaires

le théoreme est équivalent a un probléeme de minimisation pour la fonction quadratique
Q.
Pour 'existence de solutions, nous utilisons le théoreme de Lumer-Phillips ou le

théoreme de Hille-Yosida.

1.5.0.2 Théoreme de Lumer-Phillips

Soit A un opérateur linéaire avec un domaine dense D(A) C X dans un espace de
Banach X.

A génere un Cp-semi-groupe de contractions sur X si et seulement si
(i) Si A est dissipatif
(ii) il existe A strictement positif tel que A\l — A est surjectif.

Par conséquent, A est dissipatif maximal sur un espace de Hilbert H si et seulement
s’il génere un Cp-semi-groupe de contractions sur H, et donc I'existence de la solution
est justifiée par le corollaire suivant, qui découle du théoreme de Lumer-Phillips.

Etant donné le probléme évolutif suivant

du
+ Au=0 sur [0,00
dt 0,00] (1.1)

u(0) = up (donnée initiale)

ou A est le générateur infinitésimal d'un Cp-semi-groupe S(¢) sur un espace de

Hilbert H, et ug € H est donné

Proposition 1.5. Soit H un espace de Hilbert, et soit A un opérateur linéaire défini
de D(A) dans H, ou D(A) sous ensemble de H.

Si A est dissipatif maximal, alors le probléme de Cauchy (1.1) a une solution unique
et faible u € C(]0,400); H), pour chaque donnée initiale ug € H. En outre, si ug € D(A),
alors u € C1([0,+00); H)NC([0,4+00); D(A)).
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Corollaire 1.2. Etant donné le probléme évolutif suivant

Qv Au= f sur [0,+00

u(0) =wug (donnée initiale)

avec les hypotheses de la proposition précedente

ou f est continue sur [O,+o0] et elle prend ses valeurs dans H.

Si A est dissipatif mazimal, alors le probléme de Cauchy (1.2) a une solution unique
et faible u € C(]0,400); H), pour chaque donnée initiale ug € H. En outre, si ug € D(A),
alors u € C1([0,400); H)NC([0,+00); D(A)).
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Chapitre 2

Existence locale et blow-up pour
une équation d’onde viscoélastique

non linéaire a retard distribué

2.1 Introduction

Dans ce chapitre, nous étudions un probléeme associé a une équation d’onde visco-
élastique non linéaire comportant une source logarithmique non linéaire et des termes
de retard distribués. Nous établissons un résultat d’existence locale, ainsi qu’un résultat
d’explosion en temps fini pour les solutions correspondant a une énergie initiale négative,
sous des hypotheses appropriées.

On s’intéresse a ce qui suit
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utt—Au—i—/ooog(s)Au(t—s)ds—i—mut—k/:|,u2(8)|ut(x,t—s)ds
:u\u|p_21n|u|k, reQ, t>0,

u(z,t) =0, = €dQ, (2.1)

u (z,—t) = fo(x,t), u(z,—t) = fi(x,t), (x,t) € Q2x(0,72),

u(z,0) =up(x), u(z,0) =uy (z), x €Q,

ou k,u1 sont des constantes positives, p > 2 et 71,7 sont des délais de temps avec
0< 7 <7, w2 estunefonctionde L™ et g est une fonction différentiable, u |u|’ I |u\k
est un terme source non linéaire logarithmique, et selon les hypotheses

(A1) g: R4 — Ry est une fonction différentiable et non croissante telle que

g()>0 | 1—/000g(5)d5:l>0. (2.2)

(A2) Il existe une constante £ > 0 telle que

gt)<=¢&(t) , t=0. (2.3)

(A3) g :[11,72] — R est une fonction L de sorte que

(2(5;1) /:2 a(s)|ds < 1, 6> ; (2.4)

Ce type de probleme se rencontre dans de nombreuses branches de la physique telles
que la physique nucléaire, 'optique et la géophysique. Il est bien connu, en théorie
quantique des champs, que ce type de logarithme non linéaire apparait naturellement
dans la cosmologie inflationniste et dans les théories des champs supersymétriques (voir

[10],[39)-

Dans [11], les auteurs envisagent le probleme suivant

ug — Au+u—ulog |ul? +ug +ulu? = 0,2 € Q,t € [0,T]
u(z,t) =0, z € 09, (2.5)

u(z,0) =up(x), u(z,0) =up (x), x €Q,
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Leur travail consiste a étudier 'existence globale de la solution faible.
Cazenave et Haro ont effectué d’autres travaux mathématiques connexes impliquant
la limite logarithmique [16]. Ils ont prouvé 'existence et l'unicité d’une solution au

probléme suivant en R3 :

ug — Au+up —ulog |ul? =0,
u(x,t) =0, z €09, (2.6)
u(z,0) =up(x), u(z,0) =ui(x), x€Q,
Nous mentionnons également d’autres travaux sur I’équation logarithmique de Schro-
dinger comme dans ([17],[18],[38]). Dans [11], Kafini et Messaoudi ont étudié I’équation

d’onde suivante qui est avec retard et a un terme source non linéaire logarithmique.
wpr — Au+ pyug + poug (vt —7) = ululP2Infult , 2€Q, t>0,

u(z,t) =0, x€0d,

u(z,t—71) = folx,t—7), te(0,7),

(2.7)

u(z,0) =ug(x), w(x,0) =uy (), z €.
Ils ont prouvé l'existence locale par le théoréme du semi-groupe et ont démontré un
résultat d’explosion en temps fini.

D’autre part, les propriétés dynamiques des matériaux viscoélastiques sont d’une
grande importance et d’'un grand intérét, car elles apparaissent dans de nombreuses
applications en sciences naturelles. De nombreux auteurs se sont intéressés a cette
question depuis longtemps, en particulier au cours des deux derniéres décennies, et ont
fait beaucoup de progres.

Dans [57] Messaoudi a abordé le probléme suivant :
Ut — Au—}—/ooog(t —8)Au(s)ds +ugJug ™2 =ululP?, zeQ, t>0,
u(r,t)=0,  x €, (2.8)
u(z,0) =ug(x), ut(x,0) =uy (z), €,
avec m > 2,p > 2, Il a prouvé un résultat d’explosion si p > m, et un résultat d’existence

globale pour p < m. Ce résultat a ét¢ amélioré ultérieurement par [59].
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Kafini and Messaoudi, dans [14], ont établi un résultat d’explosion pour le probleme

o0
Ut —Au—l—/o g(t —s)Au(s)ds +up = ululP~2, x€R"t>0, (2.9
u(z,0) =ug(x), ut(x,0) =uy (z), z € R,

ou [y g(s)ds < (2p—4)/(2p—3), et avec une énergie négative de sorte que [wuuzdx > 0.
Sans le terme viscoélastique (g = 0), Le probléme a été largement étudié et des résultats
concernant l'existence et la non-existence ont été établis. Dans des domaines bornés,

pour I’équation
ugy — Au+ alu|™ 2wy = bluP2u, e Q,t>0, (2.10)

p>2m>2ab>0, pour a=0 le terme source blu[P"?u provoque I'explosion en
temps fini d’une solution avec une énergie initiale négative ([5]).

En revanche, pour b = 0, le terme d’amortissement a|u|™ 2u; assure I'existence
globale pour des données initiales arbitraires ( [12]). Le cas d’'un amortissement linéaire
(m=2) et d’une source non linéaire a été considéré pour la premiere fois par Levine
([50],[51]). I a montré que les solutions avec une énergie initiale négative explosaient
en temps fini. De plus, l'interaction entre 'amortissement non linéaire (m > 2) et les
termes sources a été étudiée par Georgiev et Todorova. [35], pour un domaine borné
avec des conditions aux limites de Dirichlet. Pour le méme probléme, Messaoudi [58] a
étendu le résultat d’explosion aux solutions avec une énergie initiale négative.Dans [53],
les auteurs ont considéré le probléeme suivant pour une équation d’ondes viscoélastique

non linéaire avec amortissement fort, amortissement non linéaire et termes sources.
g — Au+ /Ooog(s)Au(t — 5)ds — e1Auy + equg|ug |2 = ezululP 2,
u(z,t) =0, x€dQ, t>0 (2.11)
u(z,0) =up(x), ut(z,0) =uy (), €,

Ils ont prouvé un résultat d’explosion si p > m, et établi 'existence globale.

Notre objectif dans ce chapitre est d’étendre les résultats d’explosion actuels aux

logarithmes non linéaires pour un probleme viscoélastique avec retard distribué.
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Notre travail dans ce chapitre est organisé comme suit. Dans la section 2, nous
prouvons le résultat d’existence locale, et en suite dans la section 3, nous prouvons le

résultat d’explosion sous des hypotheses appropriées.

2.2 Existence locale
Comme Nicaise dans [03], nous introduisons la nouvelle variable
Z(%P»&ﬂ = Ut<l‘,t—8p)

alors nous obtenons
szi(x,p,s,t) + 2p(x,p,5,t) =0

(2.12)
2(x,0,s,t) = ug(x,t)
Comme dans [30], nous allons ajouter une nouvelle variable 7.
Définissons
n=1'(s) = u(z,t) —u(z,t —s)
par conséquent, nous obtenons
ne(s) = —ns(s) +ue(t). (2.13)
Ainsi, le terme de mémoire peut étre écrit comme
o (0. 9] o
/0 g(s)Au(t—s)ds:/O g(s)ds.Au—/O g(s)An(s)ds. (2.14)
Par conséquent, le probleme prend la forme suivante :
o] T2
wn— (1= [ gls)ds) Aut g+ [ a1, 5,)ds
1
o0
- An(s)ds = ululP2In|ul*, z€Q, t>0,
| 9()An(s)ds = ulul’*Infuf*, 2.15)

szi(x,p,s,t) + 2p(x,p,5,t) =0

77t($73) +778(x78) = Ut(x7t>
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avec des conditions initiales et aux limites :
x,t)=0, z €09,

‘T7p707t) = Jo (I,Sp),
u(z,0) =ugp(x), ut(x,0) =u ()

0

(2.16)
n(x,s)=0, xz €,
n(0) =n(x,0) =0
770(%5) = T]O(S) - fl([E,O) - fl([E,S)
ol
(x,p,8,t) € Q2x(0,1) x (71,72) X (0,00)
Soit v = u; et désignons par
V= (uv,2,m", and J(V)=(0,ulul’"*Inul*,0,0)"
Par conséquent,(2.15) peut s’écrire sous la forme :
Viit) = AV (t)+J(V (L)), t>0
H0) = AV (1) + IV (1) o1
V(0) =V
ot : Vo = (ug,u1, fo,no0) et Vopérateur A est défini par
u v
v IAu—pyv— [1? s)z(z,1,s,t)ds+ [5° g (s) An(s)ds
Al || e g2 el Lstds 5 9 (5) dn(s) 219
z —%z
n —MNs+v

nous définissons 'espace d’énergie
H = H3(©) x LA(Q) x LA(,(0,1), (1, 7)) x LE(HL(2),R™)

ou LE(H(%(Q),RJF) désigne I'espace de Hilbert de H{ fonctions & valeurs dans R*, avec

le produit scalaire :

<> pum@en= [, | 906)Ve(s)Ve(s)dsda
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‘H est un espace de Hilbert par rapport au produit scalaire :
N (o0
<V, V >y = I /Q Vuvads + /Q vode + /Q /0 9(s)V(s)Vii(s)dsdx

1
" /Q /o /: slpa(s)|zzdsdpdx

pour tout V = (u,v, 2,17,V = (7,7,2,7)".

Le domaine de A est

(w,v,2,m) T €H | uwe HX(Q),v € H3(Q),z(z,1,s,t) € L*(Q)
D(A)= | z,z2,€ L*(,(0,1),(r1,72)), 2(x,0,8,t) =v . (2.19)
n € L3(H§(Q),RY)NHGF(Q)),ns € L (HG(Q),RT),n(x,0) =0

Avant d’établir le résultat d’existence locale, nous avons besoin du lemme suivant
Lemme 2.1. [/5] Pour tout € >0 il existe A >0, tel que la fonction réelle :
i(s) = s Inls|,  p>2

satisfait

[5(s)] < At |sfP=*°

Démonstration. Puisque lim 1|I;|‘§| = 0,quand |z| — 400 alors il existe B > 0, tel que :
In|s
1 <1, V|s|>B
N

Donc

5(s)] < [sfP72

puisque p > 2, alors, pour un certain A > 0, et pour tout |s| < B
on aura

5(s)] < At s

alors, nous avons le résultat d’existence locale suivant O
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Théoréme 2.1. Supposons que (2.2),(2.3) et (2.4), et

2(n—1

(n=1) N3

n—2 (2.20)
p>2, n=1,2

2<

alors pour tout Vo € H, le probléme (2.17) admet une solution faible unique V €
C([0,7],H)

Démonstration. Nous démontrerons que A est un opérateur dissipatif maximal sur H
et J est une fonction localement lipschitzienne sur H.

Tout d’abord, pour tout V' € D(A), nous avons
<AWV),V >y = Z/QVUVde—I—

/ {ZAU ulv—/T lpa(s)|z(x,1,s,t) d8+/ s)An(s)ds

-|-// V(—ns+v)( dsd:l;—i—/// s|ua(s) <82p>dsdpdx,

en utilisant (2.12), et en effectuant une intégration par parties, on obtient

<AWV),V >y = —,ul/QUde—/Q/TQ lpa(s)|vz(x,1,s,t)dsdx
71

+3( /”ws)ds) [otar— [ [ @)l 5.0dsda
2/ s)dsdz

en utilisant I'inégalité de Young, (2.3) and (2.4), on obtient

< AWV sp= = (= G4 ) [ lao)lds) [ 0%

2(5—1 T2
_<45>ALJM@W%Mﬁﬁ@M

—g OOO g(s)Vn?(s)dsdx

< 0 (2.22)

da (2.21)

cela signifie que A est dissipatif.

Pour montrer que A est maximal, nous prouvons que chaque

F= (f17f27f37f4)T €H
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il existe V = (u,v,2,n)" € D(A), de sorte que (I —A)V =

u—v=fi

U= ZAU+Mlv+fT |:u2( >| (I7 173’t)d3 - f(())og(s) A’?(S)ds = f2 (2 23)

z+ gzp =f3

n+ns—v=fa
En remarquant que v = u — f1, nous avons déduit de (2.23)3

p
2(x,p,8) = (u—f1)e "+ 86_”5/ f3(x,7,8)e™dy
0
et en particulier
2(x,1,8) =u(x)e 4 zp(z, s) (2.24)
ol
1
w(e,s) = —fila)e 450~ [ falwy. )7y

avec

20 € LZ(Q,<7'1,7'2))

et nous notons que la derniére équation du systeme (2.23) avec n(z,0) = 0, a une solution

unique
nws) = [ [ ety +oa)dy| e
=[§%uwwm>ﬁu>}s
= u(w)e vy | [C e faay) ~ fi@))dy| e
= u(x)e_s/o eddy+no(z,s) (2.25)
mie.s) = | [ (falay) = fa(a)) dy]

o € LZ(Q, (Tl,TQ))
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En substituant (2.24) et (2.25) dans (2.23)2, on obtient
l'v—mAu=G

ol
=1+ + [ |pa(s)le™*ds
m=1+ [ g(s)(1—e*)ds (2.26)
G = fo= fot(14p1)f1— [[2 u2(s)z0ds + [~ g(s) Anods

Maintenant,nous définissons sur H}(€2),la forme bilinéaire B et la forme linéaire L

B(u,gb):F/Quqﬁ—i—m/QVu.ng . L(6) =G

I est facile de vérifier que B est continue et coercive et que L est continue sur H}(€2).

Par conséquent, le théoreme de Lax-Milgram implique que I'équation
B(u,¢) = L(¢), Vo€ Hy(Q) (2.27)

a une solution unique u € Hg(Q). Ainsi v =u— f; € H}(Q).

En conséquence, d’apres (2.24)et (2.25), nous avons
2,29 € L2(,(0,1), (r1,72)),n € Ly(RY, H*(Q) N H{ ()5 € L3(RT, Hg (2))
En utilisant (2.27), nous obtenons

F/ngzﬁ—km/QVu.ng:/Qqu, Vo € HE(Q)

La théorie de la régularité elliptique, donc, implique que u € H}(Q) et, de plus, la
formule de Green et (2.23) donne

o0

/Q {(1+u1)v—lAu—|—/T:2|u2(s)|z(a7,1,s,t)ds—/0 g(s)An(s)ds — fo gb:O,quSEH(%(Q)
Ainsi

(14 o — mu+/: a(s)|2(2, 1,5, £)ds — /Ooog(s) An(s)ds = f2 € L3(Q)
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Donc,

V= (u,v,z,n)T €D(A).

En conséquence, I — A est surjective et alors A est maximal.
Pour terminer, nous montrons que J : H — H est localement lipschitzienne [13].

Si nous posons

F(s)=|s|P"2sIn|s|

alors

/

F'(s) =k[1+(p—1)In]s|][s/"*.

D’ou

<l

1TV)=JIF = 10, ululP~?Inful* —alal’~*1nal*,0,0)|3,

= JlululP~? 0 ful* — @@~ fal||f

112
= |[F(u)-F(@)z (2.28)
En conséquence du théoreme des accroissements finis, nous avons, pour 0 <6 <1,

|F(u)=F@)] = |F'(6u+(1-0)7)(u—1)

IN

k14 (p—1)In|0u+ (1 —0)a|]|fu+ (1 —0)a|P2|u—1

< KOu+(1— 0P 2u—1a|+k(p—1)|j(0u+ (1—0)7)|ju—1l.

En rappelant le lemme 3.1, on aura

IF(u)— F(@)| = klou+(1—0)aP2ju—a|+k(p—1)Aju—1]

+k(p—1)|0u+ (1 —60)a|P~**|u—1

IN

k(lul + [al)P~*|u—ul + k(p— 1) Alu—1]

+k(p—1)(|u| +[@|)P~2*|u —al. (2.29)
Donc u, @ € HE(f2), nous utilisons ensuite I'inégalité de Holder et I'injection de Sobolev
HY Q)= L'(Q), 1<r<—.
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Afin d’obtenir

/Q[<|U’+|ﬂ|)p—2|u—ﬂ|]2dx = /Q[<|u|+|ﬂ|>2(p_2)|u—ﬂ|2]dx
(/(|“|+|UI) P=2) 4) (P=2)/(p=1)
X</<|u_ﬂ|) P=2) g\ 1/ (P=1)

Cllul 00 g + 17750 o)

IA

(p—2)/(p—1)

IA

X “u _HHLZ(pfl)( Q)

IN

Cllfu || +|| || }p 2/
><||u—u||H&(Q). (2.30)
De méme, nous estimons

Sl )y u—alPde = [ [(Jul+ )20 ju =

(p=2)
< C(/Q(M"'WD p—2+e)(p—1)/(p— Q)d:p)é 1)
X(/Q(|u_g|)2(p—2)dm)1/(p—1)
(p—2)
<

(/(|u|+|u|) p—1)+2¢(p— 1)/(p—2)dx)(pf1)

XHU_UHL2(p—1)(Q)

(2.31)

Etant donné que p < (n—1)/(n—2). Nous pouvons choisir £ > 0 suffisamment petit

pour que
2¢e(p—1) 2n
*=2(p—2 <
pr=2(p—2)+ =3 <no3
Ainsi, nous avons
/Qmu'+|ﬂ|)p_2+8|u—ﬂ”2d$ = Clllullgpe gy + Il e )P~/
XHU_EH%%p—l)(Q)
<

Cllulfp gy + Ny ) 2/

xy\u—m@{é(m. (2.32)

37



Chapitre 2 Existence locale et explosion pour une équation d’onde viscoélastique non linéaire ...

Donc, en combinant (2.28)-(2.32), il résulte que

lTV) =TI = k(= 1)*A][|lu—ll7

FOI(ull38 ) + ) =2/ @)

(Il g + g1 ) =2 DN =l
< C(||U||H3(Q)a||ﬂ||H5(Q))||U—ﬂ||%13(Q) (2.33)
Par conséquent, J est localement Lipschitzienne Grace a ([17], [08]), on a ainsi terminé
la démonstration. O

2.3 Explosion

Nous introduisons la fonctionnelle d’énergie

Lemme 2.2. On suppose (2.2)-(2.4), et (2.20).
Admettons que u(t) est une fonction qui résout (2.15), alors la fonctionnelle d’énergie
E(t) est donnée par

1 1 o 1 k
B(t) = Gluli+g (1= [ ads) IVul+ 5l + ol (230

1 L 1
+§/Q/0 /ﬁQs|u2(s)|22(x,p,s,t)dsdpd:v—p/Q\u|pln|u]kdx.

Elle est décroissante et sa dérivée vérifie

/ T2
E(0) <~ (il + [ [ a2 s 0dsdo + nl2) - (2.39)
1

Démonstration. En multipliant I’équation (2.15); par u; et en intégrant sur €2, on

obtient

1d 1 o0 d
slul3+ 5 (1= [~ gs)ds ) S IFual3+ o

T (0. 9]
+/ ut/ 2|,u2(s)|z(x,1,s,t)dsdx+/ g(s)/ Vn.Vurdzds
Q 1 0 Q

= /Qutu|u|p’21n|u|kd:c. (2.36)
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En utilisant (2.13) et (2.3), nous avons

/OOOQ(S)/QVU.VUtdde / /Vn (Vne + Vns)dxzds

- /0°°g< ) /Qmuwuzdw 7 0s) [ dIvald)
||z — °°g<s>||w||2ds. (2.37)

2dt|
ou

2= [~ gl 9n(s)l3ds

et, nous avons

1 1 ,r
f// /2S|u2(s)|22(x,,0,s,t)dsdpdx = /// 2|pa(s)|zzpdsdpda
2JaJo 1

(2.38)

= // lpa(s) [ (x,1,s,t) — (:L‘,O,s,t)]dsdx
1

_ ;(/ 2 (s)d )|ut|]2 // lu2(s)

on obtient alors

d T2
B0 = il [ [ (e 1s Ddsde
T2
b5 [NVl 5 ([ na(o)ds ) el
—Q/Q/T1 ia(s)|22(2, 1, 5, t)dsda (2.39)

En (2.36),(2.37), et (2.38), on obtient (2.34).
Et en utilisant l'inégalité de Young, (2.2),(2.3) et (2.4) dans (2.39), on obtient (2.35). [

Nous donnons maintenant quelques lemmes essentiels pour le théoreme d’explosion.

Lemme 2.3. [/5] Il existe une constante strictement positive ¢ dépendant uniquement

de €, telle que
Ko\ k 2
|ulPIn |u|"dz <c| [ |uPlnlu|*dz+||Vul3]|, (2.40)
Q Q 2
pour tout u € LPTHQ) et 2< s <p, a condition que [q|ulPIn|ul*dz > 0.
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Démonstration. Si [q |ulPIn|u|¥dx > 1, alors
ko \P k 2
(/Q (ufP1n [l dm) <c [/Q P In [ul*dz + | Vu|)2] . (2.41)
Si 0 < fq|u[PIn|ul*dz < 1, alors nous posons
O ={zeQul>1}

et, pour tout 5 < 2, nous avons

e \5/P Lo \P/P Lo \P/P
(/ |ulP In |u dx) < (/ |u|P In |u d:v) < (/ |ulP In |ul dx)
Q Q 9]

B/p B/p
1 1 _ Bp+1)/
(/Q|u|p+ dx) = (/Ql |u|p+ dx) N Hquﬂ R

Nous choisissons 5= 2p/(p+1) < 2 pour obtenir

IN

ko )P 2 2
([t mfultda) ™ <l < el Val3 (2.42)
Combinant (2.41) et (2.42), on obtient (2.40). O

Lemme 2.4. [] existe une constante positive ¢ > 0, dépendant uniquement de §Q, telle
que

Jully < e | [ fultnfulda+ |Vl (2.43)
pour tout u € LP(SY), pourvu que [o|uPIn|ulFdz > 0.

Démonstration. Nous posons

Qpr = {ze€Q,|ul>e}
0 = {realu<e)
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ainsi

- pd+/ Pq
e L

/ |u|pln|u|kdx+/ ep|g]pdx
Q4 Q_ €

/ |u|pln|u|kda:+ep/ |E|pdx
Q4 Q_ e
/|u|pln]u|kd$+ep/ L Py
Q Qe

< c[/ﬁ\u|pln|ulkdzx+||VuH%].

IA

IN

IA

Sachant que||u||} < cHqu, < c(Hqu)z/p, nous avons : O

Corollaire 2.1. Il existe une constante positive ¢ >0, dépendant uniquement de €2,

telle que
2 k 2/p 4/p
lul2 < ¢ (/Q|u|pln|u| dx) (Vi) (2.44)

a condition que [ |ulPIn|ul*dz > 0.

Lemme 2.5. [l existe une constante positive ¢ > 0, dépendant uniquement de €, telle
que

lully < e [lullh+ [ Vull3] - (2.45)

pour tout w € LPTH(Q) et 2< s < p.
Démonstration. Si [ju||, > 1 alors
[Jully < lullp

Si |lull, <1 alors [[ul|; < HUH% En utilisant les théoremes d’injection de Sobolev, nous
avons :

ally < ully < el Vul3.
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Désormais, nous sommes préts a énoncer et démontrer notre résultat principal. Pour

cela, nous définissons

.
// /23|u2 )22 (x, p, s,t)dsdpdz. (2.46)

Théoréme 2.2. Supposons que (2.2)-(2.4), et (2.20) soient vérifiées. Supposons de
plus que E(0) <0, donc la solution du probléme (2.15) explose en temps fini.

Démonstration. A partir de (2.34), Nous avons

E(t) < E(0) < 0. (2.47)
Donc
T2
H(t) = B0 e |[uld+ [ [ )21 dsda+ ]2
T1
-
> cl/Q/ 2|u2(3)|22(x,1,s,t)dsda:20. (2.48)
G
et
1
0< H(0)< H(t) < f/Q [ulP In || dz. (2.49)
p
On pose
_ yl-a EH1 2
K(t)=H —1—5/ uupdr + —— / u“dx. (2.50)
Q 2 Ja
ou ¢ est strictement positif qui sera précisé par la suite et
2(p—2) p—2
— < 1. 2.51
a Sa< =< (2.51)

En multipliant (2.15); par u et en prenant la dérivée de (2.50), nous obtenons
/ o0
K'() = (1= ) H ' (0)+ <l —= (1= [ g(s)ds) ) [Vl
o0
—5/ g(s)ds/QVn.Vuda:ds—kg/Q|u|pln|u|kdx

0
.
—€ Q/ 2|u2(s)|uz(x,1,s,t)dsdx. (2.52)
71
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En utilisant

o[ bt saste < <o ([ o) 1l

1
451// |2 (s)|2%(x,1, s, t)dsd:r;}

et

e’} 1 e’}
. < 2 </ ) 2L
5/0 g(s)ds/QVn(s) Vudxds_5{62||n||g+452 [ g(s)ds ) [ Vull
nous obtenons, a partir de (2.52),
k()2 (1= ) HH' (1) + eludli—= (1= [~ g(s)ds) [Vul}

~<tallnl} = ([ g(s)ds).||w||%+e [ b ful o

—sél(/ﬁ () ) 3 - A / i (s)|22(x, 1, 5, t)dsdlr.

Par conséquent, en utilisant (2.48) et en posant d;de sorte que Sl kH™
1€1
substituant dans (2.54), nous obtenons
K (1) 2 [(1—a) —en] H'(t) +ellu |3 — 82l
00 1 o] 9
—e| (1= [T gts)as) o ([ g)ds) | Ivul
H*(t T2
v [ i ultde — <O (™ sl
4c C1Rk 1
Pour 0 < a < 1, a partir de (2.46)
ep(l—a e(l—a)k
[ wpwpaltie = ep—ape) + P g+ S g

(2.53)

(2.54)

“(t), en

(2.55)

+p<1—a><l_ [ gtois) Il + PO 2

2
p(1—
@) /// s|pa(s)|2%(x, p, s,t)dsdpda

—l-é?a/Q [P In |u|*dz.
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en substituant dans(2.55),nous obtenons

p(l1—a)
2

+g[<10<12—“>_1> (1 [ o1as) -1 ([ °°g<s>ds)]uw||%

O
Pln|ulFdz — 7/ ds)|lul12
+ae [ JuPtnful¥de =T ) s ulB

p(l—a) e(1—a)k
+5[ 5 i Sl

K (t) > [(1—a)—ex] HOH'(t) + ¢ 1] 13

—52] Inllg +ep(1—a)H(t)+ lullp
1— 1 rm
+M/ / / slua(s)|2%(x, p, s, t)dsdpdz (2.57)
2 QJo Jn
En utilisant (2.44), (2.49) et 'inégalité de Young, nous trouvons.

[
He @l < ([ JuPnfefde) 3

< Pln|ul*d e Pinfulfdz) ||Vl
< o ([ lmpaar) ([ el injalde) [ 9ul?,
(pa+2)/p -
< c{ (/Q]u\pln|u\kdx> —i—HVuH%—l—(/Q]mpln]u\kdx) @ ”}
(2.58)
En exploitant (2.51), nous avons
Oép2
2<pa+2<p, et 2<—2§p.

Ainsi, le lemme 3.2 donne

HO(1)]|ull3 < c{/Q [l In [u|*d + || Vul[3}. (2.59)
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En combinant (2.57) et (2.59), nous obtenons

K(0) 2 (- 0) —en 1 (1) 4P 1)

+8{(10(1—@ - (p(12—a) _1+4152> (/OOOg(S)dS>
e ([ atsas) brou

—i—ala—( |u2 ]ds)]/ ulPIn |ul*da
4 C1KR

+e lp(l —a) _ 52] ||TIH§ +ep(l—a)H(t)+ e

—a)k
. oy,

1— 1 ,r
$ L2 ™ s ()] 5. ) dsdpd
2 QJ0 J7m

A ce stade, nous choisissons a > 0 suffisamment petit pour que

1—

o = PL=8)
2

En posant 9o = p(14_a), en posant
p(l—a)
oo
2 a1
s)ds < =
/0 9(s) (p(l—a)_1)+ 1 o+ 1
2 p(1—a) 2(ar1+1)

alors nous choisissons x suffisamment grand pour que

(2.60)

oa= (P52 1) - (B g ) ([ st0e) - 32 ([ o) >

et

as=an 4ccm (/ izl )|ds> =0

Une fois k et a fixés, nous choisissons ¢ suffisamment petit pour que
=(1—a)—erk>0.

Ainsi, pour un certain 5 > 0, 'estimation (2.60) devient

K't) = 6{H(t)+HUtH§+\!VU\\§+/Q\UIP1HIUIkdw+HnH?,+HMI£

1 rr
[ ][ slua(s)|2 w5, t)dsdpda).
QJO Jr
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et
K(t) > K(0)>0, t>0.

Ensuite, en utilisant les inégalités de Holder et de Young, nous avons
1

1 2

lello = (/QUQCZ”C)Z = [(/Q(IU\?)p/def . ((/Q 1dx)>1_’2’

!/QUQd%‘I < lJullz-lJuellz < ellullp-llutl2

et

ce qui implique

1 - s
|/Qu2dx|1—a < cllully* Juellg

IN

1/7L 1L
c [nunp-a T
ou i%—% =1.

nous prenons 6 = 2(1 — «), pour obtenir

W 2
= <
l—a 1-2a°7

Par conséquent, pour s = 2/(1 — 2a), nous obtenons
27 \Toa 2
I/Qu da [T < cff|ully +[lu2]-
par conséquent, le lemme 3.3 donne

2 1 2 2
[Pl < c[||wn2+||ut||2+||u||§]

< C[HVUH%HUtH§+IIUII§+IInH§]-

Par conséquent,
1
T—a
Kﬁ(t) = (Hl_o‘+5/ uutda:+%/ uzda:>
[9) 2 Ja
1 2
< |+ [ a1l
< c[H<t>+Hw|r%+uutH%+Huuz+un|r§].
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Selon (2.61) et (2.66), nous obtenons
K'(t) > MCT5 (1),

ot A > 0,une simple intégration de (2.67), nous obtenons

1

KT (t) >

(1-a)

Par conséquent, K (t) explose en temps

Cela complete la preuve.
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Chapitre 3

Explosion de la solution d’un
systeéeme viscoelastique avec une
non-linéarité logarithmique de type

kirchhoff

3.1 Introduction

Ce chapitre contient le contenu de la publication [60] , nous considérons le systéeme

suivant
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g |Puge — M (t) Au(t) + [3 h(t — 0) Au(o)do — Aug(t)

4B g (1) "2y () + Bo|ug (t — 7)™ 2ug(t — 1) = ulu|V "2 In|ul*.

u(z,0) =ugp(z), w(x,0)=wui(x), in Q (3.1)
ug(x, t —7) = folz,t—71), in Qx(0,7)

u(z,t) =0, in 00 x (0,00)

ou

M(t) = (Go+ Gl Vull3 +o(Tult), Vus(t)) 12(ey )
et Q€ RY est un domaine borné a frontiere suffisamment réguliere 9Q. v > 2, (o, (1,0,
b1,k sont des constantes positives, 2 est un nombre réel. p > 0 pour N = 1,2, et
OSpgﬁ pour N >3, et m > 2 pour N =1,2, et2<m§%pour]\f23, h est
une fonction positive.

Physiquement, la relation entre I’évolution de la contrainte et de la déformation dans
un faisceau, inspirée de la théorie de Boltzmann, est appelée terme d’amortissement
visqueux., ou le noyau du terme de mémoire est la fonction h.

Voir ([11],[21],[22],[25],[26],[29],[32,[36],[56])-

Dans [6], Balakrishnan et Taylor ont proposé un nouveau modele d’amortissement
qu’ils ont appelé 'amortissement de Balakrishnan-Taylor, car il est lié a ’équation
d’extension et de plaque. Pour un examen plus approfondi, voici quelques articles qui se
sont concentrés sur 1’étude de cet amortissement.([2],[6],[9] [13],][25],[33],[36],[54],[62]).

L’effet de retard est souvent observé dans de nombreuses applications et questions
pratiques et transforme de nombreux systemes en différentes questions méritant d’étre
étudiées.

Récemment, la stabilité et le comportement asymptotique des systemes évolutifs a re-
tard temporel ont été étudiés par de nombreux auteurs. Voir ([12],[21]-[26],[32],[36],[61]).

L’importance considérable des logarithmes non linéaires en physique réside dans

leur apparition dans de nombreuses questions et théories, notamment la symétrie, la
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cosmologie, la mécanique quantique, ainsi que la physique nucléaire.

Ils sont également utilisés dans de nombreuses applications telles que 1'optique, le
nucléaire et méme la géophysique.

De nombreux chercheurs ont abordé ce type de probleme dans plusieurs contextes
différents, ou l'existence globale de solutions, la stabilité et I'explosion de solutions ont

été étudiées.

Pour plus d’informations, les lecteurs peuvent se référer a ([7],[3],[10],[13],[25],[28],[37],[10],[43]).

En se basant sur tout ce qui précede, en combinant ces termes d’amortissement (terme
de mémoire, amortissement de Balakrishnan-Taylor, amortissement logarithmique, non-
linéarité, parcimonie et termes de retard) dans un probléme spécifique avec 1'ajout du
terme de retard (B2|us(t — 7)™ 2uy(t — 7)) nous pensons que cela constitue un nouveau
probléme digne d’étude et de recherche, différent de ceux mentionnés ci-dessus et sur
lequel nous allons tenter de faire la lumiere.

Notre travail est divisé en plusieurs sections : dans la section suivante, nous établissons
les hypotheses, les concepts et les regles logiques dont nous avons besoin. Dans la section
3, nous énoncons et prouvons l'explosion des solutions.

Pour étudier notre probleme, nous aurons besoin de certains éléments dans cette
section.

Tout d’abord, émettez les hypotheses suivantes pour 2 et h :

(A1) h:R, — R,est une fonction de classe C'! non croissante satisfaisant :

h(t) >0, Co— /OOO h(o)do =1 > 0. (3.2)

(A2)

|B2| < Br- (3.3)

Introduisons
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(how)(t):= [ / (t— o)l (t) — (o) Pdodz.

Comme dans [(1], avec les nouvelles variables suivantes

y(x,p,t) =w(x,t —7p), (z,p,t) €Q2x(0,1)x Ry,

qui vérifient

Tyt(mvpat)+yp(m7pat):()7 <34)
y(x,0,t) = ug(z,t).

Dong, le probléme (3.1) peut s’écrire comme

P — M(8) Au(t) + bt — o) Au(o)do — Aug ()
+B1 (O™ P (t) + Baly(w, 1.1y (2, 1,t) = ulul "> Inful".
TY(, p,t) +yp(w, p,t) = 0. (3.5)
u(z,0) =up(z), u(z,0)=ui(x), in Q
y(@,p,0) = fo(z, =7p), in 2x(0,1)
u(z,t) =0, in 02 x (0,00),

avec

(2.p,1) € 2 (0,1)  (0,050),
Nous donnons maintenant la fonction d’énergie.

Lemme 3.1. La fonction d’énergie E définie par

1
B0 = —lulg+y (o [ <>czg) V(o)
1 k
S IV I+ LITUO+ 500 Fu) (0 + S a0
1 1
2 [l d & [ yte ) (3
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satisfait

E'(t) < —Collue®)lm+ly(,LH)lm) + l(h’ o Vu)(?)

2
S h(0) | Vu(t) 3 - 4[ (||Vu<>||%)] <0, (3.7)

ou & est strictement positif et satisfait

T(m—1)|B2| < & < 7(mpPr—|B2).

Démonstration. En prenant le produit scalaire de (3.5); avec u¢, puis en intégrant sur

2, on trouve

(Jue[Pue(t), ur(t)) L2y — (M () Au(t),we(t)) 2(0) — (Auw(t), ue(t)) r2(0)
+(/O h(t — o) Au()do, ur(t)) 120 + B (|ue™ s, ur) 120 (3.8)

+P2(|y (2, 1,1)[" y(a, Lt),w(t))p(m — (kulu| " InJul, ur(t)) £2() = 0.

Un calcul direct donne

1 d

(urlPuse(0), we )y = -5 g (laIFE). (3.9)
~(Bua(t) () gy = 5 (IVm(6)]B), (3.10)

en effectuant une intégration par parties, on obtient

—(M () Au(t), ur(t)) r2(0)
= —((Q+GlIVulld+o(Vu(t), Vur(t)) r2() ) Ault), us(t)) 120y
_ (Co—|—C1HVU||%+U(Vu(t),Vut(t))L2(Q))/QVu(t).Vut(t)dx

= (G+ IVl +o(Vu(t), Vur®) ) 5 ([ [Vu(o)az)

= 3 (@ Grvug) vuei) + 5 (vuig)” )
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et nous avons

t
(] it = )du(e)do,u(®) 20y
= [ b= o) (Bu(e) w0 2oy
= — Oth(t—g) </Q Vu(:c,g)Vu(a:,t)dx) do,

et

YVl 0) Vulz,t) = ;C‘ft(wu(x,g)—vu(x,t)(t)y )- ;5(|Vu(x Hi2),

et nous avons
~ [ bt~ 0)(Vule), V() sy o
_ _/ (t—o /{thOVU(x 0)— Vu(m,t)|2>}dxds.
_/ -9 {th(wu(x t)| )}dasd@
_ 5/ h(t— o) ldt (/vau(x,t)—vu(x,gﬂ?dxﬂdg

; h(t— o) L;lt (HVu(x,t)H%)] ddo. (3.12)

En utilisant (3.2), on obtient

2/ { (/ Vu(et) - Valz.o)Pir) | dg

- th {/ |Vu(x t)— Vu(x,g)|2dx>}dg
5 - )[ / |Vu(x,t)—Vu(x,g)|2daz] do
_ ;j( o) (1) — 5 (W0 Vu) (1), (3.13)
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et

[0 | G {Ivu g} asae
o= oyie) (5 {190} ) o
[ worte) (G {17t} as (3.14)
i ([ roe) Ivuoig)+ gronvuols
Fn substituant (3.13) et (3.14) dans (3.12), donne
[ re-osuiomono)

= 2 lmevan-§ ([ o) vuniz)

— 5 (W o V) () + (1) [Vun)3 (3.15)

7N N
o\

N~ N~ N~ N~

et nous avons

d 1
—9 k
(a2l (0) )= G { @1 [P e}, a0

Maintenant, en multipliant 1’équation (3.5)2 par —yé,et en intégrant sur

2% (0,1), et en utilisant (3.4)2, on obtient

// ly(z, p,t)|"dpdzx
= // Y™ ypdpda
= // y(x,p,s,t)|"dpdx

- nf /Q<|y<m,o,t>| — y(@, 1,8)™) da

= S ([t [ lye0 i)

= 101, (3.17)
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et par l'inégalité de Young, on a

52 (|y($7 17t)|m_2y<x> 17t)7ut(t))L2(Q) (318)
1
< o+ N

En remplacant (3.9)
(3.7),00t Co = min{f; — - —

mT m

-(3.11) et (3.15)-(3.18) dans(3.8), on trouve (3.6) and
62 & (m—l)lﬁzl}_

m

Ceci acheve la preuve. n

Le résultat d’existence locale pour le probleme (3.5) est énoncé sans fournir de
preuve. En fait, en utilisant la méthode de Faedo-Galerkin et une combinaison de

travaux de Feng, Liu et Piskin [[32], [54], [67]], on peut démontrer ce théoréme.

Théoréme 3.1. Supposons que (3.2)-(3.3) sont satisfaits. Alors, pour tous ug,u; €
HF(Q)NLAQ), et fo € L*(,(0,1)), il eviste une solution faible u du probléme (3.5)
tel que

u € C(10,T], Hy(2)) N C* (0, T, L*()),

up € C(10,T[, Hy(2)) N L*(J0, T[, L*(,(0,1))).

Lemme 3.2. [/75] Il existe une constante positive c(§2) strictement positive, telle que

(/Q|umnyu|’fdx)” gc(/Qyumn\uykdx+uvu|\§>,

pour tout 2 < s <, & condition que [o|u|?In |u|Fdx > 0.

Corollaire 3.1. [/3] 1l existe une constante positive c(2) strictement positive, telle

que

)

2 4
ko) el
lully < c| ([ Julnful*dr)” + |Vl

a condition que [o|u|YIn|ulFdz > 0.
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Lemme 3.3. [/5] 1l existe une constante positive ¢(€2) >0, telle que
2
g < e (Jlull2 + 1Vul)3),

pour tout u € LV(Q) et 2 <s<+.

3.2 Résultat d’explosion

Dans cette section, nous démontrons le résultat d’explosion de la solution du probleme
(3.5).
Premiérement, nous définissons la fonctionnelle
H(t) = —B() = ~— a3~ (o [ ho)de) [Vu(t)]3
p+2" P9 0
1 2 G g 1
S IVl = HIVu(t)lls - 5(ho Va)(t) (319)

)y Y N Y N PP
72 Ty m Jo e

Théoréme 3.2. Supposons (3.2)-(3.3) soient vérifiées, et on suppose que E(0) <

0.Alors, la solution du probléme. (3.5) explose en temps fini.

Démonstration. De (3.7), nous avons

E(t) < E(0) 0.

Donc

H'(t) = —E'(t) 2 Co (lue(®) I + ly (=, 1) [17) .

d’ou

=
=
Vv

Collut(t)[m = 0

() > Colly(z,1,t)||™ > 0. (3.20)
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Par (3.19), nous avons

1
0 < H(0) < H(t) < f/Q | In ulF da. (3.21)
Y
On pose
K(t) =H"+ pil/gu|ut|putdx+5/QVuVutdx+ %HVU“%, (3.22)
ou € > 0 sera attribué plus tard et
2(y—1 —2
0-D _,c1=2 (3.23)
72 2y

En multipliant (3.5); par u et avec une dérivée de (3.22), on obtient

K (1) 2 (1= o) BB () + S ful} 13 4 €l Vol 4 | Jul o

_5<0||VUH§_€C1||VUH%+€/QVu/Oth(t—Q)vu(g)dgdx (3.24)
J1
—<h /Qu-w-luﬂm”d:c—sﬁz /Q wy(z, 1,t).|y(z,1,6)|" 2da.
J2 J3

Nous avons
t t
o= e /0 h(t— o)do /Q Vu.(Vu(o) — Vu(t))dzdo+ /0 h(o)do||Vul|2
€ 3 €
> 5 ([ noe) 190l Snova
Et, pour 1,02 >0

B > —eould— et lludl,

461
Jy > —ebllulf—e—=lly(e,1, )]
499
De (3.24), On trouve

K'(t) > (1—a)H (¢ )H()+pIIUtI|p+2+€IIVUt||§+€/ [ul " Inful*dz

<GVl KCo— [ d@) 7] - 5(ho )

—e(81+02) [ull3 ~ < Huztllm—6 Hy(x,l,t)llﬁ- (3.25)
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Ici, en fixant d1,60; afin que, pour de grandes valeurs de xk a préciser ultérieurement,

o H_a(t) 2 H_a(t)
4Co0y 2 4Cysy 2

par (3.20) Et en substituant dans(3.25), nous obtenons

K'(t) = [(1—a)—es]H *(t)H (1) b el Va3

p+1
9
5oV —calVuld-e (- 5 [ hlode ) I7ul3

H (¢t
- (032002)) Jull3+< [ [l Injupdz, (3.26)

ou c3 = c1 + co.

Maintenant, pour 0 < a < 1, de (3.19)

[l fultde /|u|71n|u|kd:v+ ( )|| tllpts +ev(1 - a)H (1)

+EV(2—>(@_/O h(g)dg)nwuﬁﬂ( . V|

+5ng_a)||Vu||§l—57<12_a)((hovu)
k(1 — L—a)¢ 1!
+5(a)||u||§+m(ma)§/o ly(@, p.t) [ mdp-

En substituant dans (3.26), nous obtenons

K1) > {(1—04)—5/1}]1-]1_0‘]}]1’@)—1—5@/ " 1n [ul*dz

(1 —a) 1 P+2 L (1 —a) 2
1+ —=3 ||V
+5{ P +p+1 utl[pya+€q1+ 5 INEAB

+e{ 050 (@ [ hiade) - (- 5 [ o) bivulg

+e(; {7(12_(1) - 1} \\Vu!\%+a{7(1_a) —;} (hoVu)

2
e (e hul + =l 91 - o))
s e 0l 327
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Selon (3.21), (corollaire 4.1) et I'inégalité de Young, nous obtenons
«
Bl < ()l injuldr) a3

[ a+% « 4
< ¢ </Q\u|71n|u\kda:) +</Q|u|71n|u|’fdx) 1Vull;

i (ey+2) oy
< ¢ </Q|u|71n|u|kdx) Rt (/Q|u|71n|u|kdx) o ||Vu||%]
D’apres (3.23), on obtient
ay?
2<av+2<vyet 2< <7
v—2
Par conséquent, le lemme 3.2 donne
B @Ollull3 < e ( [ Jul Inful*do + | Val3). (3.25)
En combinant (3.27) et (3.28), nous obtenons
K'(t) > {(1—a) —EK}H—QH'@)%{CL— }/ [ InulFdz
y(l—a) 1 (1—a) 2
A
re 0oy gt {205 g

re{ 2 (- [ oiae) - (03 f ntonae) - oo

+ely {7(12_“) - 1} IVul)d+e (7(12_“) . 2) (hoVu)
Lk —a)

ey(1-a)¢ !
lull3 +23(1 = @) + = [ ly(a. p.b) 7.
A cette étape, nous prenons a > 0 suffisamment petit pour que

1_
N = > a>—1>0,

et nous supposons
~ al-a) 4 2
- _ 1
/0 h(e)de < W) 12N+
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Agz{(”“;a)—l) ~([ o)) (”“2‘)—;)} -0,

alors nous choisissons x suffisamment grand pour que

donne

C4

A3 = a— >0
3 “4 QCQH 7
C4
A = Ag— > 0.
4 2 2CHkK

Finalement, nous fixons x et a, et nous choisissons ¢ suffisamment petit pour que
A =(l—a)—ern>0,

et
K(0) > 0.

Ainsi, pour un certain 7 > 0, I'estimation (3.27) devient

2
K'(t) > n{HO+ ul22+ [Vadl3+ [Val3+ (ho Va) +|lul]

1
HVulli+ [ lly(a.p.t) o+ /Q|u|”1n|u|'fdx}. (3.29)
Ensuite, en utilisant les inégalités de Holder et de Young, nous avons
ﬁ 1L ]
o] < (1l T+ 55, (3.30)

1 1 _
OuE—*—?—l,

nous prenons i = (p+2)(1 — «), pour obtenir

0 p+2 <
I—a (-a)pt2)-1"

De plus, pour s = %, I'estimation (3.30) donne

l1-a

] ™ < el + uli53).

Alors, le lemme 3.3 donne

‘/ u|ug|Pusde
Q

1
11—«

+2 2
<[l + lue 555 + 1 Vull3) -
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De méme, nous avons

ﬁ 1L IL
<c|[[Vullg™ +[[Vuela™ |,

’ / VuVuidr
Q

1 1 _
ou, +5= 1,
nous prenons ¢ = 4(1 — «), pour obtenir

B 4
l—a 4(1—a)—1

<2

1
11—«

[ VuVuds] " < e [IVul+ [ Vurl3]

Par conséquent,

1
-«
]leloc(t) = (Hla"—pj_l/Q'Uz’ut|pUtdx+5/Qvuvutdx+€ZHVU’H%)

IN

4
c(H(t)jL\/Qu]ut\putdx\l—la—|—\/QVuVutdx\1—la+HVqul“)

+2
e (H(t) + [lulld + Nuel[555 + | Vull3 + 1 Vull3 + [ Vudl3)

IN

IN

¢ () + lull + luelp 22+ 1 Vull3 + [ Vull3 + | V13
+(hoVu)+/01 ||y(:13,p,t)||%dp+/Q |u|71n|u|kda:> : (3.31)
De (3.29) et (3.31), on obtient

K'(t) > DK™ (¢), (3.32)

ou I' > 0, cela dépend uniquement de 7 et c.
Par intégration de (3.32), nous obtenons

o 1
K15 (1) >

T KTa(0) Tyt

Par conséquent, IC(t) explose en temps fini.

Alors, la preuve est complete. O
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Conclusion

Dans ce modeste travail de recherche, on s’est penché sur I’étude d’une équation
d’onde viscoélastique non linéaire intégrant une non-linéarité logarithmique avec retard
distribué. Nous avons établi des résultats d’existence locale et d’unicité des solutions,
ainsi que des criteres suffisants garantissant ’explosion en temps fini sous certaines
conditions sur les données initiales.

On a aussi étudié le phénomene d’explosion en temps fini des solutions d'un systeme
viscoélastique intégrant une non-linéarité logarithmique de type Kirchhoff,avec amortis-
sement de Balakrishnan-Taylor. Nous avons établi des résultats d’existence locale ainsi
que des criteres suffisants garantissant le blow-up sous des conditions appropriées sur
I’énergie initiale.

L’analyse met en évidence I'impact significatif des effets de mémoire et de la non-
linéarité logarithmique sur la dynamique des solutions, en révélant des mécanismes précis
menant a l'instabilité. Les méthodes basées sur les estimations d’énergie et la méthode
de la concavité offrent un cadre robuste pour I’étude d’autres systémes hyperboliques

non linéaires.
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Résumé de these

Le but de cette these est d’étudier I'existence locale des solutions d'un probleme
associé a une équation d’onde viscoélastique non linéaire comportant une source loga-
rithmique et des termes de retard distribué. Nous établissons un résultat d’existence
locale, ainsi qu’un résultat d’explosion en temps fini pour des solutions correspondant a
une énergie initiale négative, sous des hypothéses appropriées.

On s’intéresse a ce qui suit

um—Au—i—/ooog(S)Au(t—s)ds—l—,ulut—f—/ﬁT2 |p2(s)|ug(z,t — s)ds
:u|u|p_21n|u|k, reQ, t>0,

u(z,t) =0, €01,

u (z,—t) = fo(x,t), u(z,—t) = fi(z,t), (x,t) € Qx(0,m),

u(z,0) =up(x), u(z,0) =up (x), x €Q,

L’énergie associée a ce systeme pour une solution classique est définie par

5 (1= [ ats)as ) IV al+ 5l + 2l

i [ a9l p. 5. )dsdpdz — - [ upnful’a
- S S)Z (T S S xr— — Uu nj\u xT.
2ol J sl o5 t)dsdpde = |

1
B = lul+

/ T2
E(0) < —ex (il + [ [ o)l 1,5, t0dsdo + )
T1
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Résumé de these

Pour démontrer les résultats, nous avons utilisé la méthode qui repose sur la
construction d’un opérateur K équivalent topologiquement a la fonction énergie et

satisfaisant a I'inégalité différentielle

K'(t) > DK== (t).

Par conséquent, K (t) explose en temps
1—a
e/ (1=2)(0)

On a étudié également le systéme suivant

T<T*=

|ug|Puge — M (£) Au(t) + [3 h(t — 0) Au(o)do — Aug(t)

B0 |ue ()2 () + Bolug (t — 7)™ 2ug(t — 7) = ufu| 72 In |ul.
u(z,0) = up(z), u(z,0)=ui(x), in Q

ug(x,t —71) = folz,t—71), in Qx(0,7)

u(z,t) =0, in 02 x (0,00)

ou M (t) la fonction de kirchhoff

M(t) = (G + Gl Vul3+0(Vu(t), Vus(t)) 20y
On réécrit le systeme précédent sous une forme équivalente afin de faciliter I’analyse

énergétique. Par conséquent, la fonction d’énergie associée est définie par
1 1 t
E(t) = ——|wl’i5+= —/h do | | Vu(t)|3
0 = —luli+5 (o= [ rode ) IVa(ol?
1 (1 1 k
+3 1T+ FIVa(Ol+ 5 (b0 Tu)t)+ 5 (Ol

L[l + & [yt o) e
v Ja m Jo P

satisfait

E'(t) < —Colue®)lm+lyle, LH)lm) + ;(h’ o Vu)(t)

g

2
—;h(t)HVu(t)llg - L‘; (Hvu(t>||%)] =0,
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Résumé de these

On adopte une application K(t) dans le but d’obtenir I'inégalité différentielle
K'(t) > TKT5 (1).

l—«
T<T*=
=5 T Nake/=a) (o)
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Résumé

L’objectif de cette these est d’analyser 1’existence locale des solutions d’un probléme li¢ a une
équation d’onde viscoélastique non linéaire intégrant une source logarithmique ainsi que des
termes de retard distribué. Nous établissons un théoreme d’existence locale et démontrons un
phénomene d’explosion en temps fini pour des solutions associées a une énergie initiale négative,
sous des hypothéses convenables.

Par ailleurs, nous étudions 1’explosion en temps fini des solutions d’un systéme d’équations
différentielles de type Kirchhoff, caractérisé par une non-linéarité logarithmique, des effets de
retard et un amortissement de type Balakrishnan—Taylor.

Pour obtenir ces résultats, nous adoptons une approche fondée sur la construction d’un opérateur
L. topologiquement équivalent a la fonction énergie, et vérifiant une inégalité différentielle bien
choisie. Cette méthode permet notamment de déterminer un temps d’explosion explicite.
Mots-clés :

Equation d’onde viscoélastique ; existence locale ; explosion en temps fini ; non-linéarité
logarithmique ; retard distribué ; équation de Kirchhoft ; énergie initiale négative ; amortissement

de Balakrishnan—Taylor ; méthode énergétique ; inégalité différentielle.
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